1. Tema 1. Ejercicios y problemas

1.1. Ejercicios de ecuaciones en diferencias

Problema 1.1 Calcular un sistema fundamental real de soluciones de la
ecuacion

f(n+4)=2f(n+3)+2f(n+2)—2f(n+1)+ f(n) =0.
Problema 1.2 Considérese la ecuacion en diferencias
fn+3)=Tf(n+2)+24f(n+1)—18f(n) =0.
a) Calcular un sistema fundamental real.

b) Calcular la solucién que verifica f(0) =2, f(1) =7, f(2) = 19.

Problema 1.3 ;Cuadles son los valores y los vectores propios del operador
E?

Problema 1.4 Calcular la solucién ¢ de la ecuacién
g(n+3) =3g(n+2)+39(n+1)—gn)=1
verifica g(0) =3, ¢(1) = 37/6, ¢(2) = 37/3.
Problema 1.5 Calcular la solucién de la ecuacién en diferencias
f(n+3) = f(n) =n?,
que verifica f(0) =3, f(1)= f(2) =11/6.
Problema 1.6 k& a) Calcular la solucién de la ecuacién en diferencias
Fln+3) = 27(n+2) + - f(n+1) — 1f(n) =0

que verifica f(0) =3, f(1) =7/2, f(2) = 3.

b) Calcular la solucién de la ecuacién en diferencias
5 1
f(n+3) —2f(n+2)—|—1f(n+1) - Zf(n) =n’+1.
que verifica f(0) =5, f(1) = 177/2, f(2) = 144.
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Problema 1.7 E Considérese la ecuacién en diferencias

flx+3)=3f(x+2)+4f(x+1) —2f(z) = 2%x.

a) Calcular una solucién particular de la ecuaciéon completa.

b) Calcular la solucién de la ecuacion completa que verifica f(0) = 2/2 —

1, f(1) =3, f(2) =3v2-3.
Problema 1.8 Considérese la ecuacion en diferencias

flx4+3)=3f(x+2)+12f(x+ 1) —10f(z) = 7.

a) Calcular una solucién particular de la ecuacién completa.

b) Calcular la solucién de la ecuacién completa que verifica f(0) = 1, f(1) =
—3, f(2) = 14.

Problema 1.9 Calcular la solucién de la ecuacion en diferencias
fln+3)—=6f(n+2)+11f(n+1) —6f(n) = 3",

que verifica f(0) =6, f(1)=21/2, f(2) = 23.

Problema 1.10 &l Considérese la ecuacion en diferencias

fn+3)=5f(n+2)+12f(n+1) — 8f(n) = n’.

a) Calcular un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea.

b) Calcular un sistema fundamental real de soluciones de la ecuacién ho-
mogénea.

¢) Calcular una solucién particular de la ecuacién completa.

d) Calcular la solucién f de la ecuacién completa que verifica f(0) = 3,
F(1) = 633/125, f(2) = 186/125.

Problema 1.11 a) Considérese la ecuacion en diferencias
f(n+3)=5f(n+2)+8f(n+1)—4f(n)=1:", neN
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al) Calcular la solucién de la ecuacién homogénea que verifica
f0)=4, f(1)=10, f(2)=26
a2) Calcular una solucién de la ecuacién completa.

Problema 1.12 Para las siguientes ecuaciones en diferencias, determinar su
estabilidad y convergencia:

fn+2)+ f(n+1)+ f(n)/2=0.
fln+2)=2f(n+1)-2f(n) =
(n+4) -
(n+4)

fin+4)—f(n) =

4. fln+4)—=2f(n+2)+ f(n) =

Problema 1.13 2* Consideremos la ecuacién en diferencias lineal con coefi-
clentes no constantes

pr(n)f(n+7)+pra()f(n+r—=1) 4 +po(n)f(n) = q(n),

donde pg, p1,...,prq: Z — K (R 6 C).

Supongamos que conocemos fo, ..., f_1. Establecer condiciones suficien-
tes para la existencia y unicidad de soluciones. Poner un ejemplo de no unici-
dad y otro de no existencia cuando no se verifiquen las condiciones anteriores.

Problema 1.14 2* Consideremos la ecuacién en diferencias no lineal con
coeficientes constantes

fln+1) = f*(n) = 0. (1)

.Existe solucion? ;jEs tinica? ;El conjunto de soluciones es un espacio vecto-
rial? Describir el conjunto de soluciones.

Problema 1.15 2* Consideremos la ecuacion en diferencias no lineal con
coeficientes constantes

fln+1) = f*(n) = 0. (2)

Calcular las soluciones constantes. Determinar el comportamiento asintdtico
de las soluciones proximas a las soluciones constantes.



Problema 1.16 Z Considere la ecuacién en diferencias
f(n+2)=2f(n+1)—2f(n)=0.

Una de sus soluciones es f(n) = (1 — v/3)". Esta solucién alterna sus signos
y converge a cero. Calcular e imprimir los 100 primeros términos de esta
sucesion por medio de la ecuacién f(n +2) = 2(f(n+ 1) + f(n)), tomando
como punto de partida f(0) = 1.y f(1) = 1. — +/3.. Explicar el curioso
fenémeno que sucede.

1.2. Ejercicios de sumacién de funciones

Problema 1.17 El Tio Gilito se ha metido en un negocio que crefa intere-
sante. Sin embargo, el ano que empezé (ano cero) no gané nada; el ano
siguiente (ano uno) perdié 16 millones. En los afios restantes su ganancia
(que puede ser negativa, es decir, pérdida) se rigié por la siguiente féormula

f(n+2) + f(n) = 6n* — 26n — 26

en donde f(n) es lo ganado (o perdido) en el ano n. El afio N su capital total
estd como al principio, es decir, ni ha ganado ni ha perdido. ;Cuanto gana o
pierde al ano siguiente? ; Qué ocurre a partir de ese ano?

Problema 1.18 Las péginas de un libro estan numeradas con 1, 2, ... Las
dos primeras paginas estdn en blanco. La pégina n + 2 tiene n? letras més
las letras que tiene la pagina n.

1 ;Cuantas letras tiene la pagina 207

2 jCuantas letras tienen las 20 primeras paginas?. Resolverlo sin calcular
las letras que tiene cada pagina.

(Pistas para saber si los resultados estan mal: la suma de los digitos de la
respuesta correcta al apartado 1 es 6, y la de la respuesta al apartado 2 es
27.)

Problema 1.19 Un pintor tiene que pintar las habitaciones de los edificios
de una urbanizacion. Los edificios estan numerados con 1, 2, 3, . . . El edificio
nimero n tiene 2n+ 1 habitaciones. Todas las habitaciones son iguales y para
pintar cada una de ellas necesita 2 litros de pintura. Empieza pintando el
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edificio 1, después el 2, después el 3, . . . Con 1920 litros, jcuantos edificios
puede pintar? Resolverlo sin calcular, explicitamente, la pintura que necesita
para cada edificio.

Problema 1.20 Un tren estd formado por 20 vagones. En el primer vagon
viajan 20 personas y en el segundo 37. Si un vagén estd entre otros dos,
entonces su nimero de viajeros es uno mas que la semisuma de los que hay
en los vagones inmediatamente anterior y posterior.

a) {Cudntos viajeros hay en el dltimo vagén?

b) {Cudntos viajeros hay en el tren?

Resolverlo sin calcular cuantos viajeros hay en cada vagon.

Problema 1.21 Disponemos de 1000 cajas numeradas de 1 a 1000. Las
dimensiones de la caja n son:

largo=n cm, ancho=n+ 1 cm, alto= 2 cm
Calcular la capacidad total en litros de las ultimas 100 cajas.

Problema 1.22 Calcular, sin sumar término a término,
?
1+3+7+...+651=> h(n),
n=0

teniendo en cuenta que h(n) es un polinomio de segundo grado.
Problema 1.23 Expresar el polinomio n® — n? + 1 en la base
n9 =1 nW=n nP=nn-1), n® =nn-1)(n-2).

Usando la expresién anterior, calcular

200

Zn?’—nQ—l—l.

n=2
Problema 1.24 Considérese la siguiente suma:

2

14241424 4297743554 = > f(n)
n=0



a) ¢ Cual de las siguientes funciones proporciona el término general de la
suma’?

1) flz) =a+1, 2)f(z) =—2?+2z+1, 3) f(z) = 22332+ La+1.

b) Calcular la suma resolviendo para ello una ecuacién en diferencias.

p p+1
Problema 1.25 Sabemos que Y _n2" = 1966080, y que Y _n2" = 4194304,
n=2 n=2

Calcular p.

Problema 1.26 Calcular, sin sumar término a término,

1.2.3-2-3-443-4-5-4-5-64+5-6-7T—6-7-8+---499-100-101 —100-101-102.

Problema 1.27 Calcular, sin sumar término a término,
1-2-3-2+4+2-3-4-443-4-5-844-5-6-16+---+10-11-12-1024.

Problema 1.28 Calcular la suma de los n primeros términos de la sucesion
de Fibonacci x,,190 = 11 + Ty, 2o =0, 21 = 1.

Problema 1.29 Calcular la suma de las areas de los rectangulos de la si-
guiente figura:

2 4 €& 8 :---qg |loo X

Problema 1.30 Las funciones que aparecen en la siguiente figura son una
recta y la pardbola z?. Calcular (sin sumar término a término) la suma de la
areas de los rectangulos sombreados.



Problema 1.31 La curva de la figura siguiente corresponde a la gréafica de
un polinomio de segundo grado cuyo valor méaximo es 5000. Calcular la suma
de las areas de los rectangulos:

§o00 |- = - - - -

@ a \teo

Problema 1.32 Considerar n € N y dividir el intervalo [0,1] en n trozos
iguales (por ejemplo, los seis de la figura). ;Cémo de grande tiene que ser n
para que al aproximar fol (1—2?) dx con la suma de las dreas de los rectdngulos
se cometa un error menor que 0,017

2 A 4-x?
rd -
g | A
P // . 7/
/ /// / -~
A g




Problema 1.33 Considérese la funcién z? definida en el intervalo [0, 100]
y sea P(x) la poligonal que la interpola en los nimeros naturales de ese
intervalo. ;Qué error se comete al aproximar f01oo 2% dx con f01oo P(z)dx?

Problema 1.34 Demostrar que el nimero de Bernoulli B5 es cero sabiendo

que BO = 1, Bl = —%, BQ Bg = O B4 30

Problema 1.35 Tenemos p recipientes cilindricos C,,, n = 1,2, ..., p. Cada
cilindro C), tiene radio n y altura 2n. Sabemos que el volumen del conjunto
es 60507. ;Quién es p? (Pista: p < 15.)

Problema 1.36 Sig € C%[m, p], entonces segtin la férmula de Euler-Maclaurin,

pZi g(z) = / t)dt + 25:1 ( = gi_l)(m)>
sz
(2k)!

+ Zk)(

(p—m)g™(n),  n€m,p

Aplicar la férmula anterior para demostrar que si f € C®[2, 4], entonces

éﬁmmm:ﬂm+fw—§pm®—fm0+~1&W®—me)

~ o (P - PO) + O, fel2 4

Problema 1.37 Aplicar la férmula de Euler-Maclaurin para demostrar que
si f € CY[10, 20], entonces

20 5

[ p0yde=5(700) + 7(20)) + 2 (/(10) - £20) +

1250f4)(§)

con ¢ € [10, 20].

Problema 1.38 Aplicar la féormula de Euler-Maclaurin para demostrar que
si f € C*0, 25], entonces

| 1@ de =550+ 5(£6) + 100) + £15) + £00) + 5 (25)

25 55

T 12 (f (25) = f (0)) + 17010, €€0, 23]
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Problema 1.39 Aplicar la férmula de Euler-Maclaurin para aproximar

1 2
/ e’ dr,
0

usando el valor de la funcién en 10 puntos equiespaciados y de sus derivadas
primera, segunda y tercera en los puntos extremos. Acotar el error.

Problema 1.40 Demostrar que si g(z) es un polinomio de grado < n en-

tonces
k)

g(x) = A*(0)—,

donde
e® =gz —1)... (x —k+1).

Pista: Probar que ambas expresiones (polinomio de grado < n) coinciden
parax =0,1,...,n.

Problema 1.41 Usando el problema anterior y el ejercicio de clase, probar
que si g(z) es un polinomio de grado < n, entonces una solucién de AF(z) =

g(x) es
2 (k+1)

F(z) =Y AFg(0) e




