2. Problemas de resolucion numérica de ecua-
ciones diferenciales ordinarias

Problema 2.1 Probar que el método de Heun es de segundo orden.

Problema & 2.2 Probar que el método de Euler implicito es de primer
orden’.

Problema 2.3 Estudiar la consistencia (en funcién de « de la siguiente
familia de métodos de un paso:

Tpi1 =Ty +h ((1 — %) ftn, x,) + %f(t,ﬂ_l, a:n+1)> .

Problema 2.4 Probar que el método de Heun es un método de Runge-Kutta
y obtener las férmulas de cuadratura.

Problema 2.5 Obtener la funcién ¢ que describe el método de Taylor de
orden tres para el PVI

¥ = —x+ 2sin(t), x(0)=1.

Problema 2.6 Aplicar tres pasos del método de Euler para obtener una
aproximacién del valor en ¢t = 1 de la solucién del PVI

¥=x—y
y =y
con z(0) =1, y(0) = 0.

Problema 2.7 Determinar las regiones de estabilidad absoluta del método
de Heun, del método del trapecio y del método de Taylor de orden dos.

Problema 2.8 ;Puede un método de la forma

Tpyo — 208,11 + &2y = h(B1 frs1 + Bofn)

ser convergente?

INétese que en este método, ¢(t,x,h) = f(t + h,y), donde y es la solucién de y =
x+ hf(t+ h,y). Desarrollar ¢ en serie de Taylor respecto de h hasta primer orden (con lo
que los errores dependen de las derivadas segundas).
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Problema 2* 2.9 ;Puede un método de la forma
Try2 = 2Tnp1 + oy = h(Bafore + Bifurr + Bofn)
ser convergente? Razonar la respuesta.
Problema 2.10 ;Para qué valores de o y (8 es el método
Try2 + Qi1 + Tp = W fogo + Bfosi + fu)
convergente? Razonar la respuesta.
Problema 2.11 ;Para qué valores de v y 8 son los métodos de la forma
Tnt2 + Tpt1 + = W fore + Bfatr + fn)
convergentes?
Problema 2.12 ;Existe algiin método de la forma
Tpio — 2Tnq1 + Tp = A(Bifrs1 + Bofn)
que sea convergente?
Problema 2.13 ;Pueden existir fy, ..., (4 tales que el método
Tpia — T = W Bofn + Brfurr + Bofuio + Bafuis + Bafuia)
sea de orden 77 (donde f, denota f(t,,x,))
Problema 2.14 ;Pueden existir fy, 01, f2 tales que el método
Tn+a — Tn = h(Bofn + Bifut1 + Pafate)
sea de orden 57

Problema 2.15 ;Puede un método lineal de dos pasos con as = 1, a; >
1, ap = 0 ser convergente?

Problema 2.16 Considérense los métodos multipaso de la forma

Tpts — Tpg2 — Tng1 + Tn = R(Bofrya + Bifasr + Bofn)



a) (Hay algiin método de ese tipo que sea convergente?
b) ;Cudl es el orden méximo de un método de ese tipo?
c) Si By =1, jhay alguno de orden 27 ;y de orden 37
Problema & 2.17 Para cada a € R considerar el método dado por

h

n -1 n - n— T4
Tpao + (@ — D)xpyyy —ax D

((5 - a)fn+2 + 8(& + 1)fn+1 + (5a - 1)fn>

a) jPara que valores de a es el método que resulta convergente?
b) Estudiar el orden en funcién del valor de a.
c) Estudiar la estabilidad relativa en el caso a = 1/2.
Problema 2.18 ;Existe algiin método lineal explicito tal que
Co=0C1=0, Cy#0, C3=07

Problema 2.19 ;Puede un método de 4 pasos, que verifica la condicion de
la raiz, ser de orden 77

Problema 2.20 ;Puede un método lineal explicito de 7 pasos ser de orden
157

Problema 2.21 ;Puede un método lineal implicito de 7 pasos, que verifica
la condicion de la raiz, ser de orden 147

Problema 2.22 ;Puede un método lineal de 8 pasos y orden 11 verificar la
condicion de la raiz?

Problema 2.23 Pon un ejemplo de método lineal de 2 pasos implicito que
no sea convergente.

Problema 2.24 ;Existe algin método lineal de 2 pasos explicito de orden
37 Si la respuesta es negativa, razonarla. Si es positiva, dar un ejemplo.

Problema 2.25 Considérese el problema de Cauchy y' = y* cos(wz), y(0) =
1. Calcular una aproximacién de la solucién exacta en el punto x = 1 utili-
zando el método de Taylor de segundo orden con paso h = 1/2.
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Problema 2.26 Aplicar el método

h
Tpyo2 — Tpy1 — 5(3fn+1 - fn)
al problema 2’ =t +x, x(0) = 1, para calcular una aproximacién de
la solucién exacta en el punto ¢ = 3/5, utilizando el paso h = 1/5. Las

aproximaciones iniciales necesarias calcularlas con el método de Taylor de
segundo orden.

Problema & 2.27 Considérese el problema de Cauchy 2’ = t?z, z(0) =
1. Calcular una aproximacién de la solucién exacta en el punto t = 2/3
utilizando el método

h
Tp4+2 — Tpy1 = §<3fn+1 - fn)

con paso h = 1/3. Las aproximaciones iniciales necesarias calcularlas con el
método de Taylor de tercer orden.

Problema 2.28 Estudiar el orden y la convergencia del método

h
Tpt2 — Tpt1 = E(anJrl - fn)

Problema 2.29 Estudiar el orden y la convergencia del método

4h
Tpis = Ty + ?(2fn+3 — fot2 + 2fns1)-

Problema 2.30 Pon un ejemplo de método lineal de 3 pasos implicito que
no sea convergente.

Problema 2.31 ;Puede ser convergente un método de la forma

13 3 1

Tpya—3Tny3+ 7 T2 T Tt T = h(Bs fats+ Bafura+Bifasr+Bofn) 7

Problema 2.32 Se trata de aplicar el método

h
Tpi3 — Tppo = E(Q3fn+2 — 16 fn1 +5fn)

al problema de valor inicial 2/ = t* + x, x(1) = 2, para obtener una aproxi-
macién de la solucion exacta en el punto ¢t = 5, utilizando el paso h = 1.
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a) Calcular las aproximaciones iniciales necesarias utilizando el método
de Taylor de segundo orden.

b) Indicar como se calcularia la aproximacién en el punto ¢ = 5.

Repetir el problema pero calculando las aproximaciones iniciales necesarias
con el método de Runge-Kutta

h h
Tit1 = X + hf(%’ + 57% + §f(37uyz>)

Problema 2.33 Dado el método multipaso

4 1

Tn+2 = glntl = p¥n = E(anw + 4fn+1)

a) {De qué orden es?
b) ;Es convergente?

¢) Demostrar que es relativamente estable para h € (—1,1).

Problema 2.34 Dado el método multipaso
h
Tnta = Tpy3 + ﬂ(9fn+4 + 1913 — Sfns2 + fn+1)

a) (De qué orden es?
b) ;Es convergente?

Problema 2.35 a) Senalar a que familia o familias de métodos pertenece el
siguiente:

Tiv1 — Ty = g(‘f(t“ fl) + f(tl + h, ZT; + hf(ti, fL‘Z)))

L0 Un paso 0 Multipaso [0 Taylor
[0 Runge-Kutta [0 Adams-Bashforth [0 Adams-Moulton

b) ;Que tendriamos que hacer para demostrar que es convergente?

Problema & 2.36 Demostrar que si un método lineal de k pasos es con-
k
vergente, entonces » =0 B # 0.



Problema & 2.37 Demostrar que un método lineal de k pasos explicito
tal que
Oékzl, Oékflz—l, O{k,QI...:OéOIO

es de orden < k.



