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2. Problemas de resolución numérica de ecua-

ciones diferenciales ordinarias

Problema 2.1 Probar que el método de Heun es de segundo orden.

Problema 2.2 Probar que el método de Euler impĺıcito es de primer
orden1.

Problema 2.3 Estudiar la consistencia (en función de α de la siguiente
familia de métodos de un paso:

xn+1 = xn + h
((

1− α

2

)
f(tn, xn) +

α

2
f(tn+1, xn+1)

)
.

Problema 2.4 Probar que el método de Heun es un método de Runge-Kutta
y obtener las fórmulas de cuadratura.

Problema 2.5 Obtener la función φ que describe el método de Taylor de
orden tres para el PVI

x′ = −x+ 2 sin(t), x(0) = 1.

Problema 2.6 Aplicar tres pasos del método de Euler para obtener una
aproximación del valor en t = 1 de la solución del PVI{

x′ = x− y
y′ = xy

con x(0) = 1, y(0) = 0.

Problema 2.7 Determinar las regiones de estabilidad absoluta del método
de Heun, del método del trapecio y del método de Taylor de orden dos.

Problema 2.8 ¿Puede un método de la forma

xn+2 − 2αxn+1 + α2xn = h(β1fn+1 + β0fn)

ser convergente?

1Nótese que en este método, φ(t, x, h) = f(t + h, y), donde y es la solución de y =
x+ hf(t+ h, y). Desarrollar φ en serie de Taylor respecto de h hasta primer orden (con lo
que los errores dependen de las derivadas segundas).
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Problema 2.9 ¿Puede un método de la forma

xn+2 − 2xn+1 + α0xn = h(β2fn+2 + β1fn+1 + β0fn)

ser convergente? Razonar la respuesta.

Problema 2.10 ¿Para qué valores de α y β es el método

xn+2 + αxn+1 + xn = h(fn+2 + βfn+1 + fn)

convergente? Razonar la respuesta.

Problema 2.11 ¿Para qué valores de α y β son los métodos de la forma

xn+2 + xn+1 + αxn = h(fn+2 + βfn+1 + fn)

convergentes?

Problema 2.12 ¿Existe algún método de la forma

xn+2 − 2xn+1 + xn = h(β1fn+1 + β0fn)

que sea convergente?

Problema 2.13 ¿Pueden existir β0, . . . , β4 tales que el método

xn+4 − xn = h(β0fn + β1fn+1 + β2fn+2 + β3fn+3 + β4fn+4)

sea de orden 7 ? (donde fn denota f(tn, xn))

Problema 2.14 ¿Pueden existir β0, β1, β2 tales que el método

xn+2 − xn = h(β0fn + β1fn+1 + β2fn+2)

sea de orden 5 ?

Problema 2.15 ¿Puede un método lineal de dos pasos con α2 = 1, α1 >
1, α0 = 0 ser convergente?

Problema 2.16 Considérense los métodos multipaso de la forma

xn+3 − xn+2 − xn+1 + xn = h(β2fn+2 + β1fn+1 + β0fn)
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a) ¿Hay algún método de ese tipo que sea convergente?

b) ¿Cuál es el orden máximo de un método de ese tipo?

c) Si β0 = 1, ¿hay alguno de orden 2? ¿y de orden 3?

Problema 2.17 Para cada a ∈ R considerar el método dado por

xn+2 + (a− 1)xn+1 − axn =
h

12

(
(5− a)fn+2 + 8(a+ 1)fn+1 + (5a− 1)fn

)
a) ¿Para que valores de a es el método que resulta convergente?

b) Estudiar el orden en función del valor de a.

c) Estudiar la estabilidad relativa en el caso a = 1/2.

Problema 2.18 ¿Existe algún método lineal expĺıcito tal que

C0 = C1 = 0, C2 6= 0, C3 = 0?

Problema 2.19 ¿Puede un método de 4 pasos, que verifica la condición de
la ráız, ser de orden 7?

Problema 2.20 ¿Puede un método lineal expĺıcito de 7 pasos ser de orden
15?

Problema 2.21 ¿Puede un método lineal impĺıcito de 7 pasos, que verifica
la condición de la ráız, ser de orden 14?

Problema 2.22 ¿Puede un método lineal de 8 pasos y orden 11 verificar la
condición de la ráız?

Problema 2.23 Pon un ejemplo de método lineal de 2 pasos impĺıcito que
no sea convergente.

Problema 2.24 ¿Existe algún método lineal de 2 pasos expĺıcito de orden
3? Si la respuesta es negativa, razonarla. Si es positiva, dar un ejemplo.

Problema 2.25 Considérese el problema de Cauchy y′ = y2 cos(πx), y(0) =
1. Calcular una aproximación de la solución exacta en el punto x = 1 utili-
zando el método de Taylor de segundo orden con paso h = 1/2.
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Problema 2.26 Aplicar el método

xn+2 − xn+1 =
h

2

(
3fn+1 − fn

)
al problema x′ = t + x, x(0) = 1, para calcular una aproximación de
la solución exacta en el punto t = 3/5, utilizando el paso h = 1/5. Las
aproximaciones iniciales necesarias calcularlas con el método de Taylor de
segundo orden.

Problema 2.27 Considérese el problema de Cauchy x′ = t2x, x(0) =
1. Calcular una aproximación de la solución exacta en el punto t = 2/3
utilizando el método

xn+2 − xn+1 =
h

2
(3fn+1 − fn)

con paso h = 1/3. Las aproximaciones iniciales necesarias calcularlas con el
método de Taylor de tercer orden.

Problema 2.28 Estudiar el orden y la convergencia del método

xn+2 − xn+1 =
h

2
(3fn+1 − fn).

Problema 2.29 Estudiar el orden y la convergencia del método

xn+4 = xn +
4h

3
(2fn+3 − fn+2 + 2fn+1).

Problema 2.30 Pon un ejemplo de método lineal de 3 pasos impĺıcito que
no sea convergente.

Problema 2.31 ¿Puede ser convergente un método de la forma

xn+4−3xn+3+
13

4
xn+2−

3

2
xn+1+

1

4
xn = h

(
β3fn+3+β2fn+2+β1fn+1+β0fn

)
?

Problema 2.32 Se trata de aplicar el método

xn+3 − xn+2 =
h

12
(23fn+2 − 16fn+1 + 5fn)

al problema de valor inicial x′ = t2 + x, x(1) = 2, para obtener una aproxi-
mación de la solución exacta en el punto t = 5, utilizando el paso h = 1.

4



Un
iv
er
sid
ad
de
Ex
tr
em
ad
ur
a.
Un
iv
er
sid
ad
de
Ex
tr
em
ad
ur
a.

a) Calcular las aproximaciones iniciales necesarias utilizando el método
de Taylor de segundo orden.

b) Indicar como se calculaŕıa la aproximación en el punto t = 5.

Repetir el problema pero calculando las aproximaciones iniciales necesarias
con el método de Runge-Kutta

xi+1 = xi + hf
(
xi +

h

2
, yi +

h

2
f(xi, yi)

)
.

Problema 2.33 Dado el método multipaso

xn+2 −
4

5
xn+1 −

1

5
xn =

h

5

(
2fn+2 + 4fn+1

)
a) ¿De qué orden es?

b) ¿Es convergente?

c) Demostrar que es relativamente estable para h̄ ∈ (−1, 1).

Problema 2.34 Dado el método multipaso

xn+4 = xn+3 +
h

24

(
9fn+4 + 19fn+3 − 5fn+2 + fn+1

)
a) ¿De qué orden es?

b) ¿Es convergente?

Problema 2.35 a) Señalar a que familia o familias de métodos pertenece el
siguiente:

xi+1 − xi =
h

2

(
f(ti, xi) + f

(
ti + h, xi + hf(ti, xi)

))
� Un paso � Multipaso � Taylor
� Runge-Kutta � Adams-Bashforth � Adams-Moulton

b) ¿Que tendŕıamos que hacer para demostrar que es convergente?

Problema 2.36 Demostrar que si un método lineal de k pasos es con-
vergente, entonces

∑k
j=0 βj 6= 0.
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Problema 2.37 Demostrar que un método lineal de k pasos expĺıcito
tal que

αk = 1, αk−1 = −1, αk−2 = . . . = α0 = 0

es de orden ≤ k.
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