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CHAPTER 1

MUII (parte mia)

1. Sistemas gradiente y hamiltonianos

En esta seccion veremos dos tipos particulares de sistemas de ecuaciones
diferenciales, los sistemas gradiente y los sistemas hamiltonianos. Seguire-
mos el libro de Perko [15].

1.1. Sistemas gradiente. Sea F un subconjunto abierto de R™ y sea
V € C?(E). Denominamos sistema gradiente de V' al sistema

& = —grad V(z),
donde .
oV oV
gradv—(am7...,m> .

Nétese que los puntos criticos o puntos de equilibrio del sistema gradiente
son los puntos criticos de la funciéon V', es decir, los puntos x tales que
grad V(z) = 0.

Sea xp un punto regular y V(zg) = c¢. Entonces el campo del sistema
gradiente es perpendicular en xy a la hipersuperficie de nivel V(z) = ec.
Para ello, primero podemos probar que tenemos una hipersuperficie apli-
cando el Teorema de la funcién implicita utilizando como variable z; tal que
(0V/0x;)(xo) # 0. Considerando cualquier curva t — (x1(t), ..., x,(t)) con-
tenida en dicha variedad y derivando respecto del tiempo en V(x1(t), ..., x,(t)) =
¢, obtenemos que el campo es ortogonal a el vector director de la curva (es
decir, que el campo es ortonogonal a la superficie de nivel).

Si xp es un punto critico correspondiente a un minimo local estricto de
la funcién V', entonces la funcién V(x) — V(zp) es una funcién de Liapunov
estricta (ejercicio). Por tanto tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 1.1. En los puntos requlares de la funcion V, las trayectorias
de las soluciones del sistema gradiente son ortogonales a las superficies de
nivel de V.

Ademds, los minimos locales estrictos de la funcion V' son puntos de
equilibrio asimptoticamente estables.

Por otro lado, la matriz de la linealizacién del campo en un punto critico

T es
A [V (z0) .
a$i8$]’ i,7=1,....,n

Como la matriz A es simétrica, todos sus autovalores son reales. Ademas,
si A es no singular, es diagonalizable con respecto a una base ortonormal
(Teorema de Schur). Entonces, tenemos el siguiente resultado.

5



6 1. MUI (PARTE MIA)

TEOREMA 1.2. Todo punto critico no degenerado de un sistema plano
gradiente analitico es una silla o un nodo. Es mds, es un nodo si y sélo si
el punto critico es un extremo relativo y en caso contrario es una silla.

EJEMPLO 1.3. Sea V (z,y) = 2%(x—1)2+y2. Calcular los puntos criticos
del sistema, dibujar las curvas de nivel de V', el campo y algunas orbitas.

Ejercicios del libro de Perko.

1.2. Sistemas hamiltonianos. Sea E un abierto de R*" y H € C(E).
Denotemos los puntos de R?" como (z,y) donde x,y € R™. EI sistema
Hamiltoniano de n-grados de libertad asociado a H es

. OH | OH
xr—= —— —_ —
ay b y 8x )
donde

Oz 0x1’ " Oz,
La funcién H se denomina funcién hamiltoniana o energia total del sistema.

OH <aH aH>T

TEOREMA 1.4. La energia total del sistema hamiltoniano es constante a
lo largo de las trayectorias.

ProoOF. Basta derivar. (]
Consideremos el sistema en el plano y que el origen es un punto critico.

TEOREMA 1.5. El linealizado de todo punto critico no degenerado de un
sistema hamiltoniano plano es un centro o un punto de silla. (Veremos que
lo mismo ocurre con el no linealizado).

PROOF. La traza de la matriz Jacobiana del sistema (matriz Hessiana
de H) es cero. Entonces los autovalores son o reales de signo opuesto o
imaginarios puros. O

Consideremos ahora sistemas de la forma (sistemas conservativos o sis-
tema newtoniano)
&= f(z),

donde f es de clase 1. Podemos escribirlo como un sistema

=y, y=fl2)
Este sistema es hamiltoniano, con funcién hamiltoniana H(z,y) = T(y) +
U(z), donde T(y) = y?/2 (energla cinética) y

/fds

es la energia potencial. Ademds se verifica el siguiente resultado.

TEOREMA 1.6. Los puntos criticos del sistema estdn en el eje x.

Un punto (x¢,0) es punto critico de la funcién si y sdlo si es punto
critico de U.

Si (x0,0) es un extremo estricto de U, entonces es un centro si es un
minimo y un punto de silla si es un mdximo. Es mds, si es un punto de
inflexion, entonces es una cuspide.

Finalmente, el retrato de fases es simétrico respecto del eje x.
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EJeEmMPLO 1.7. Consideremos el péndulo no forzado:
Z+sinz =0.
Tenemos el sistema Hamiltoniano
r=vy, Y= —sinz,

con funcion de energia potencial
xX
U(z) = / sintdt =1 — cosz.
0

Ejercicios del libro de Perko.
Dado un sistema plano

= P(x,y), v=0Q(z,vy),

se define el sistema ortogonal como
ZL‘:Q(LU,:I/), y:—P(Z',y)

TEOREMA 1.8. El sistema plano es un sistema hamiltoniano si y solo si
el sistema ortogonal es un sistema gradiente.

1.3. Integral primera. Decimos que una funcién F' es una integral
primera del sistema @ = f(x) si F' es constante a lo largo de cada trayectorial.

EJEMPLO 1.9. Consideremos el sistema depredador presa de Lotka-Voterra
T = a1r1 — a2x1T2, T2 = —a3T2 + A4T17T2,

con a1, as, as, as positivos. Entonces una integral primera en el primer cuad-
rante es
F(x1,29) = a1 Inxe — agwe + azlnzy — agxy.

En un sistema plano, denominamos factor integrante a una funcién R
tal que el campo multiplicado por R es un campo hamiltoniano.

2. Teoria hiperbdlica

En esta seccién consideraremos un sistema auténomo a2’ = f(x) y tratare-
mos de describir el comportamiento local alrededor de un punto p de las
soluciones a partir de la linealizacién del campo 2’ = f(p) + D f(p)x.

Veremos que si en un punto es el campo es no singular (la linealizacién
no es homogénea, i.e. f(p) # 0) entonces las soluciones en un entorno se
“comportan como rectas paralelas”. Si el punto es singular y los autovalores
de Df tienen parte real no nula, entonces las soluciones en un entorno
tendrdn un “comportamiento analogo al del linealizado”, mientras que si
tenemos autovalores con parte real nula, sélo tendremos algunos resultados
parciales.

Para poder expresar los resultados con propiedad, necesitamos definir
qué queremos decir con que las soluciones se “comportan” de cierta forma.

Dadas f € Lip,,.(U) y g € Lipy,.(V), donde U,V son abiertos de R",
decimos que ' = f(x) es topoldgicamente equivalente a x’' = g(x) si existe
un homeomorfismo h: U — V y una aplicacién 7(¢,x) de clase 1 tal que
T¢(t,z) > 0 tal que

(1) h(u(t,z)) = v(r(t,x),h(x)), (xeUtel,),
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donde u(t,z) (resp. v(t,x)) es la solucién (maximal) del PVI 2/ = f(x),
z(0) = z (resp. 2’ = g(x), 2(0) = x) e I, es su intervalo de definicién.
Es decir, si existe un homeomorfismo h: U — V que envia las érbitas de
x' = f(x) a las 6rbitas de 2’ = g(x).

TEOREMA 2.1 (Teorema de Existencia Global). El sistema 2’ = f(x),
donde f € C*(R") es topoldgicamente equivalente al sistema

f(z)
2 =
. T+ 17(@)
Ademds el dominio de definicion de las soluciones de este sequndo sistema

es R.

PROOF. Sea h(z) = x. Dada una solucién u(t, ), definimos

() = /0 (1+ |f(us, )|) ds.

La funcién 7(t) es invertible. Sea ¢(7) su inversa Entonces si consideramos
u(t(7)), tenemos
du  du/dt  f(x)

dr —dr/dt 1+ |f(z)]
Es decir, es solucién del PVI (2) y u(0,z) = z, luego

h(u(t(r), z)) = v(r, h(x)).

Tomando inversas,
h(u(t, z)) = v(7(t), h(z)).

Para probar que el intervalo de definicién de las soluciones de (2) es
todo R basta considerar que si 7 esta acotado, entonces (pasando a la forma
integral)

|v(7,20)| < |zo| + 7.

Usando la prolongacién de soluciones, obtenemos que estan definidas para
todo 7 € R.
O

Dadas f € Lipy,.(U) y g € Lip;,.(V), donde U,V son abiertos de R",
decimos que 2’ = f(x) es topoldgicamente conjugado a ' = g(z) si existe un
homeomorfismo h: U — V tal que

(3) h(u(t,x)) =v(t,h(x)), (ze€Utel,),

donde u(t,z) (resp. v(t,x)) es la solucién (maximal) del PVI 2/ = f(x),
z(0) = z (resp. 2’ = g(x), 2(0) = x) e I, es su intervalo de definicién.
Es decir, si existe un homeomorfismo h: U — V que envia las érbitas de
' = f(x) a las 6rbitas de 2/ = g(z) respetando la parametrizacién del
tiempo.

Si h es un homeomorfismo, decimos que es una conjugacién topoldgica,
si h es un difeomorfismo de clase C", decimos que es una conjugacién de
clase C", etc.
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PROPOSICION 2.2. Sean f € Lipy..(U) y g € Lipyy.(V), donde U,V son
abiertos de R™ y sea h: U — V' un difeomorfismo de clase C", con r > 1.
Entonces h es una conjugacion entre x’ = f(x) y 2’ = g(x) si y sdlo si

(4) Dhyf(p) = g(h(p)), para todo p € U.

PROOF. Sea u(t,x) (resp. v(t,x)) es la solucién (maximal) del PVI
' = f(x), (0) = z (resp. 2’ = g(z), z(0) = z).

Si 2’ = f(z) y 2’ = g(x) son conjugados, entonces derivando en (3)
respecto de t y evaluando en ¢t = 0, tenemos (4).

Reciprocamente, supongamos que se verifica (4). Para ver que son con-
jugados, necesitamos probar que ¢(t) = h(u(t,z)) es solucién de =’ = g(x)
(nétese que si es solucién, entonces por la unicidad, h(u(t,z)) = v(t, h(x)),
pues las dos soluciones coinciden en t = 0). Derivando ¢(t) respecto de t,
tenemos

u(t,x) = Dh(u(t,z)) f(u(t, x))

= g(h(u(t, z))) = g(6(t)).
O

EJEMPLO 2.3. Los sistemas (z',y') = (z,—y) y (2',y) = (v, —y + 2?)
son conjugados con h(x,y) = (z,y + 23/4).

2.1. Secciones transversales. Sea f € Lip.(U), donde U es un
abierto de R".

Una aplicacién S : D ¢ R*™! — U C R"®, con D abierto de R* 1.
se denomina seccion transversal local a f si para todo a € D, f(S(a)) no
pertenece al espacio tangente de la variedad S(D) en el punto S(a) (es decir,
DS(a)vy f(S(a)) son linealmente independientes para todo v € R"~1).

Si ademds S: D — ¥ = S(D) es un homeomorfismo, entonces S se
denomina seccion transversal (a f).

PROPOSICION 2.4. Sixzg € U y f(xzo) # 0, entonces f posee una seccion
transversal S: D — U tal que xog € S(D).

PROOF. Sea H el hiperplano ortogonal a f(xg). Existe una aplicacién
lineal inyectiva, L: R"™* — R", tal que L(R"™!) = H. Tomemos S(q) =
xo + Lq para todo g € R 1.

Consideremos la aplicacién continua

g € R = (f(S(a)), f(x0)) € R,

donde (-, -) denota el producto escalar ordinario en R".

Comno (f(5(0)), f(zo)) = (f(zo), f(xo)) > 0, existe un abierto (conexo)
D Cc R* ! con 0 € D, tal que (f(S(q)), f(zo)) > 0 para todo ¢ € D. Por
tanto f(S(q)) € H para todo ¢ € D (H es es espacio tangente de S en
cualquier punto), y por ser S lineal e inyectiva, D es homeomorfo a S(D),
luego S: D — U es una seccion transversal a f. O

2.2. Teorema del Flujo Tubular. Sea f € C"(U), U abierto de R",
sea p € U tal que f(p) # 0y S: D — U, D abierto de R""!, 0 € D, una
seccién transversal a f tal que S(0) = p. Denotemos ¥ = S(D).
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TEOREMA 2.5 (Teorema del flujo tubular [14]). Eziste un entorno V de
p en U y un difeomorfismo h: V. — (—e,€) x B de clase C", donde ¢ > 0 y
B es una bola abierta de R"™ centrada en el origen, tal que
e h(XNV)={0} x B.
e h es una conjugacion (de clase C") entre &’ = f(x) restringido a V
y el campo constante ' = (1,0,...,0) definido en (—e,€) x B.

PROOF. Sea F': Q4 = {(t,y) € R x D: t € Ig} — U definida por
F(t,y) = ult, S(y)),

donde u(t,z) es la solucién (maximal) del PVI 2/ = f(x), determinada por
la condicién inicial u(0,z) = = e I su intervalo de definicién.

Probaremos que F' es un difeomorfismo local en 0. Por el Teorema de la
Funcién Inversa, basta probar que DF(0) es un isomorfismo. Si denotamos
y=(y1,-..,Yn—1) Tenemos que

oF ou oF oS
(0 = (6.50) = F(50) = ). 0= 5
Por ser S una seccion transversal, los vectores anteriores son linealmente
independientes, luego DF' es un isomorfismo.

Por el Teorema de la Funcién Inversa, existe € > 0 y un entorno B de 0
tal que F': (—€,¢) Xx B =V = F((—¢,€) x B) es un diffeomorfismo. Sea h
su inversa.

Como F(0,y) =y, h(XNV) = {0} x B. Veamos que h es una conjugacién
entre 2/ = f(z) restringido a V' y el campo constante 2’ = (1,0,...,0)
definido en (—¢, €) x B. (Es equivalente ver que h~! es una conjugacién entre
los dos sistemas considerados en el orden opuesto.) Para todo (¢,y) € h(V),
tenemos

0), 1<i<n-—1.

Dh7(t,%)(1,0,...,0) = DF(t,y)(1,0,...,0) = E(t,y)
)

2.3. Teorema de la variedad estable. Sea f € Lip,,.(), donde U
es un abierto de R™. Decimos que un conjunto C C U es positivamente
invariante (por el flujo de 2/ = f(z)) si para todo a € C, la solucién z(t) de
2’ = f(z) determinada por la condicién inicial z(0) = a verifica

z(t)ye C Yt>0.

Anidlogamente se define negativamente invariante. Se dice que es invariante
si es positiva y negativamente invariante.

EJEMPLO 2.6. Las regiones x> +y> < 1, 22 + 4% = 1 son invariantes en
la ecuacion diferencial

o= —y+ (@ +yP 1), Y =z+ @+ -1).
Decimos que un punto de equilibrio g € U es un punto hiperbdlico de

a' = f(x) si Df(x0) no tiene autovalores con parte real nula. Denotaremos
ES (EU) al subespacio invariante asociado a los autovalores con parte real
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negativa (positiva). Recordemos que R" = E¥ @ EV (Teorema 4.15 en los
apuntes de Manolo).

TEOREMA 2.7 (Teorema de la variedad estable [15]). Sea xg un punto
hiperbélico de ' = f(z) y supongamos que f € CY(D), donde D es un
entorno de xg. FEntonces existen variedades S,U, tangentes en xg a los
subsespacios estables e inestables de ' = D f(xo)(x — x) tales que

(1) La dimension de S (resp. U) y E° (resp. EY) coinciden.
(2) S es positivamente invariante y

lim ®4(p) =20, pe€S.

t——+00

(3) U es negativamente invariante y
lim ®4(p) =x9, peU.
t——o00

Proor. Por simplicidad supondremos g = 0 y escribimos la ecuacién
en la forma

1 = Az + F(x),

donde F(zp) =0y DF(z9) = 0. Entonces, para cada € > 0, existe § > 0 tal
que si |z — zo|, |y — x| < 0, entonces

|[F(z) — F(y)| < e|lz —yl.

Nétese que mediante un cambio lineal de variables, podemos suponer

que
P 0
AZ(O Q)’

donde los autovalores A1, ..., \; de la matriz P tienen parte real negativa y
los autovalores Ag41, ..., A, de la matriz @) tienen parte real positiva.
Vamos a elegir a > 0 tal que

(5) Re(\i) < —a <0, 1<i<k.

Definimos las funciones:

U(t)z(SPt 8) V(t):<8 SQt)

Nétese que U' = AU, V' = AV y
M =U(t) + V(1)

Es sencillo probar que si « es el elegido en (5), entonces existen K, o > 0,
tales que

U@ < Ke @9t para todo ¢ > 0,
V()| < Ke, para todo t < 0.

Consideremos ahora la ecuacién integral

(6) ult,a) = Ut)a+ /O Ut — $)F(u(s, a)) ds — /t TVt — ) F(u(s, a)) ds.

Si u(t,a) es una solucién de (6), entonces es una solucién de la ecuacién
diferencial ' = f(z).
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Vamos a resolver la ecuacién por aproximaciones sucesivas (punto fijo).
Tomamos

u(t,a) =0,

t 00
w9tV (¢t a) = U(t)a+ / U(t—s)F(uY) (s, a)) ds— / V(t—s)F(u)(s,a))ds.
0 t

Vamos a probar por inducciéon que
Klale o
Ty
Claramente se verifica para j = 1.
Asumiendo que se verifica para todos los j < m, tenemos

yu(j)(t,a)—u(ffl)(t,aﬂ < j=12,...yt>0.

t
‘u(m+1)(t7 a) - u(m) (t, a)| S/ ”U(t _ S)He’u(m)(& a) — u(mfl)(gj a,)| ds
0
+/‘HV@—$WWWN&®—MWIV&@WS
t

K|a\
+0)(t—
/K (a0) 32m1ds

K
+e/ Keo(t=9) |2?i: ds

K2|6L‘ —at K2|a| —at
<€ Som—1 + € Som1

1 n 1\ Klale™®  Klale

4 4) om-1 —  om 7
En la tdltima desigualdad, hemos tomado eK /o < 1/4, es decir, € < 0/4K.
Por otro lado, para la primera desigualdad necesitamos que |ul)(t,a)| < &
para todo j < m. Para ello, es suficiente probar que [u9) (t, a)—u=D(t,a)| <
d/27, pero basta tomar Kla| < §/2, es decir, |a| < 0/2K.

Entonces, para todon >m > Ny t > 0,

W™t a) —u™(ta)] < > Wt a) —ul(t )| <
j=N
Por tanto, {u)(t,a)} es una sucesién de Cauchy de funciones continuas,
luego
lim v (t,a) = u(t, a),

]*)OO

unifomemente para todo ¢ > 0, |a| < 6/2K. La funcién u(t, a) es solucién
de la ecuacién integral y por tanto, de la ecuacién diferencial. Es mas,

[u(t,a)| < 2K][ale",

parat >0y |a| < 0/2K.
Si denotamos a = (ay,...,a,) y denotamos a la solucién u(t,a) como
(ui(t,a),...,un(t,a)), entonces la condicién inicial que verifica es:

uj(0,a) =aj, j=1,...,k,

— _/OOOV(—S)F(u(s,a))dSU, j=k+1,....n
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Ademas, nétese que en el cdlculo de la sucesion no se utilizan ag1,...,an,
por lo que podemos asumir que son cero. Definimos la variedad

S={yeR":y; =u;00,y),|(y1,---,Y,0,...,0)| <§/2K}

que nos define una variedad k-dimensional.

Si x(t) es una solucién de 2/ = f(z) tal que x(0) € S, entonces z(t) =
u(t, z(0)) por la unicidad de soluciones. Por la acotacién anterior, si a € S,
entonces

lim wu(t,a) = 0.

t—00
Por otra parte, si z(¢,a) es una solucién y a ¢ S, entonces x(t,a) /4 0 si
t — oo (Ver [7, p. 332]). De aqui, tenemos que si a € S, entonces u(t,a) € S.
Ademas, se verifica (Ver [7, p. 333]) que

8’&]'(0,:1/1,.. . ,yk,O,...,O)
Iy,

de donde obtenemos que S y E° son tangentes.
Para la variedad inestable es el mismo proceso con el cambio de variable
t— —t.

=0, k+1<j<n,

O

EJemMpPLO 2.8. Consideremos la ecuacion diferencial

/

o =—r—yt Y =y+a’

Vamos a hacer tres pasos de las aproximaciones sucesivas para aproximar
la variedad estable.

Tenemos )
_ (-1 0 _ (Y
A_<0 1)7 F(ﬂf,y)—(x2>,

-(3 3)- w00 9. -(3).

Buscamos la solucion de la ecuacion integral

t 00
u(t,a) = U(t)a + / Ut —s)F(u(s,a))ds — / V(t —s)F(u(s,a))ds,
0 t
mediante aproximaciones sucesivas.

uO(t,a) =0,

—t
= ("),

—t
u?(t,a) = <_6;12ee_2t> 7

13
—t 14 (=4t _ —t
O(t.a) = (AL e))
13
Luego la variedad estable (y = uz(0, (x,0))) se aprozima por
2
x
y=—— (+0(a”)).

3
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El resultado anterior indica que las variedades estables e inestables en
entorno de un punto singular hiperbdlico son tangentes al linealizado, es
decir, que a primer orden coinciden.

El Teorema de Hartman-Grobman afirma que en un entorno de un punto
singular hiperbdlico no sélo coinciden a primer orden, sino que los cam-
pos son topolégicamente conjugados, es decir, un “cambio de coordenadas”
transforma uno en el otro.

En particular, el Teorema de Hartman-Grobman resuelve totalmente el
problema de determinar la estabilidad y el comportamiento cualitativo de
las soluciones en un entorno de un punto singular hiperbdlico.

TEOREMA 2.9 (Teorema de Hartman-Grobman [6]). Sea f € C1(E).
Si xg es un punto singular hiperbdlico, entonces x' = f(x) y 2’ =
Df(xo)(x — xg) son topologicamente conjugados en un entorno de xg.

2.4. Teorema de la variedad central. Sea f € C'(U), donde U es
un abierto de R™. Hemos visto que si xp € U es un punto de equilibrio
hiperbdlico de 2’ = f(x), entonces el Teorema de Hartman-Grobman deter-
mina completamente la dindmica local.

Vamos a suponer que xg es un punto de equilibrio no hiperbdlico. Por
simplicidad de la notacién, tomaremos xy = 0 (siempre podemos suponer
que es 0 mediante un cambio de variables). Si denotamos A = D f(0), por
un cambio de variable lineal, podemos suponer que

C 0 0
A=[0o P o],
00 Q

donde la matriz cuadrada C tiene ¢ autovalores con parte real 0, P tiene p
autovalores con parte real negativa y @) tiene g autovalores con parte real
positiva. Entonces el sistema 2’ = f(x) se puede escribir como

v =Cx+ F(z,y, 2),

y =Py+G(z,y,2),

2 =Qz+ H(z,y,2),
donde (z,y,2) € R x R? x R, F(0) = G(0) = H(0) = 0 and DF(0) =
DG(0) = DH(0) = 0.

TEOREMA 2.10 (Teorema de la Variedad Central, ver [15]). En las condi-
ciones anteriores, existen funciones de clase C', hi, ho verificando

Dhy(z) (Cx + F(z, hi(x), ha(z))) — P hi(x) — G(x, hi1(z), ho(z)) =0
Dhy(z) (Cx + F(z, hi(x), ha(z))) — Q ha(x) — H(z, hi(z), ha(x)) =0
tales que el sistema x' = f(x) restringido a un entorno del origen es topoldgicamente
conjugado a
7' = Cz + F(z,h(x), ha(z)),
y = Py,
7= Qxz,

restringido a un entorno del origen.
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COMENTARIO 2.11. La ecuacion (7) se obtiene de imponer que la var-
iedad central, y = h1(z),z = ha(z) sea un invariante del campo. Derivando
entonces en y = hi(x) y z = ha(z) respecto de t, tenemos (7).

A diferencia de las varieades estable e inestable, la variedad central no
tiene porqué ser unica.

EJEMPLO 2.12. Consideremos el sistema

o' =y —a°,
y = —y+2°.
En este caso, la parte lineal es
=0,
Yy =-y

y las funciones que describen las partes no lineales son
F(%,y) :ny_xﬁ’ G(.T,y) :xQ'

Tenemos una unica funcion que describe la variedad de centro, hyi, que de-
berd verificar (7), es decir,

Dhy(z)F(z,h1(z)) + hi(z) — G(z, hi(x)) = 0.

Para obtener una aproximacion, desarrollamos hi en serie de potencias
(h1(z) = az? +bx3 + cx* + O(x*)) y obtenemos los coeficientes de modo que
satisfagan la ecuacion anterior

(2az + 3bz” + cx* + O(2°)) (v*(az® + ba® + cz* + O(2°)) — 2°)
+ (az? + b2’ + cz* + O(z°)) — 2 = 0.
Resolviendo, tenemos
a=1, b=0, c¢=0.
Luego hi(x) = 2% + O(x*) y la ecuacion para la variedad central queda
z' =zt 4+ O(2%).

2.5. Formas normales. En los apartados anteriores, hemos visto que
si tenemos un punto critico hiperbodlico, tenemos totalmente determinada la
dindmica (local) del sistema. Si el punto critico no es hiperbdélico, podemos
reducir la dinamica a la variedad central.

El problema que consideramos ahora es cémo simplificar el estudio de la
dindmica (en la variedad central) en un punto critico no hiperbdlico.

Un método, originado en la Tesis de H. Poincaré, consiste en reducir el
sistema a su “forma normal”, mediante un cambio de coordenadas (o una
serie de cambios de coordenadas). Usualmente, en cada paso tratamos de
eliminar el mayor nimero de coeficientes de la expresién en serie de potencias
del sistema en un entorno del punto critico.

Comparemos este método con el Teorema de Hartman-Grobman. Este
Teorema garantiza la existencia de un homeomorfismo h que produce una
conjugacién entre el sistema y su linealizado. Sin embargo, en muchos casos
este homeomorfismo no seré diferenciable, es decir, no es un “verdadero”
cambio de coordenadas.
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EJEMPLO 2.13. ([17]) Consideremos el sistema lineal (con un punto de
equilibrio hiperbdlico en el origen)
x =2z,
y =y,
al que denotaremos ¥’ = F(x), y la familia de sistemas cuadrdticos con la
misma parte lineal
*' =2z + az® + bry + ey,
y/ :y+a/x2+b'xy+c’y2.

(8)

Consideremos ahora un cambio de variable de la forma x = h(y), con h un
polinomio cuadrdtico. Para conservar el punto critico en el origen, tomare-
mos h(0) = 0 y para conservar la parte lineal, Dh(0) = Id. Tenemos
entonces

h(y) =y + hP(y),
donde h12l denota los términos cuadrdticos.
Derivando en x = h(y),

«’ = dh(y)y'

Como dh = Id+dh!?, dh es invertible en un entorno del origen y su inversa
es dh™! = Id — dhl® + ..., donde los puntos suspensivos indican términos
de grado mayor o igual a dos. Sustituyendo en la igualdad anterior.

(9) y%:@d—dﬁm+“>x%:Od—ﬂ#LhH)FM@»

Vamos a escribir

h(z,y) = (Z aijxiyj,Zbijxiyj) .

Sustituyendo en (9), tenemos
2’ =2z + (a — 2a90)x% + (b— a1)zy + ey + ...,
Y =y + (a/ — 3boo)2?® + (b — 2b11)xy + (¢ + bo2)y* + ...,
donde los puntos suspensivos denotan términos de grado tres o superior.

Entonces, eligiendo convenientemente los coeficientes de h, tenemos que (8)
es equivalente a

¥ =2+t 4.,
Yy =y+...,

donde los puntos suspensivos denotan términos de grado tres o superior. A
esta forma del sistema se denomina forma normal y a los términos que no
se pueden eliminar, términos resonantes.

2.6. Conjuntos limites. Consideremos
o' = f(2),
con f una funcién continua y localmente lipschitciana en un abierto U C R™.
Sea w una solucién maximal de ’ = f(x). Por simplicidad, vamos a

suponer que su intervalo de definicién es todo R (se puede probar que esto
no es restrictivo).
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Denominamos w-limite de w al conjunto

Qu)={peU: klim u(ty) = p, para alguna sucesion t; — 00,k — c0}.
—00

Se define el a-limite de u como el conjunto Q(z) de la solucién v(t) =
u(—t) del sistema 2’ = —f(x) (es decir, tras el cambio t — —t).

PROPOSICION 2.14. Supongamos que u(R) es un conjunto compacto de
U. Se verifica

Q(u) = {p} siy sdlo sztiuinoou(t) =p.

PROOF. Basta probar que si Q(z) = {p}, entonces lim;_, u(t) = p.

Supongamos por contradiccién que existe una subsucesiéon depuntos t,
que no convergen a {p}. Podemos suponer, tomando una subsucesién si
fuera necesario, que t; estd fuera de un entorno abierto fijado de p. Como
estamos en un compacto, existira una subsucesién convergente a un punto
q # p. Pero entonces ¢ € Q(z). O

Decimos que una solucién maximal u(t, zg) es periddica o cerrada si esté
definida para todo t € R y existe T' > 0 tal que u(t,xo) = u(t + T\, zo).

PROPOSICION 2.15. Si u(t) es una solucion periddica, entonces Q(u) =
orb(u).

PROOF. Sea T > 0 el periodo de u, es decir, u(t + 1) = u(t).

Como u(R) = u(R), entonces Q(u) C orb(u).

Por otra parte, si p € orb(u), es decir, existe to tal que u(tg) = p,
entonces

p= lim u(to + kT), k€N,
k—o0

luego p € Q(u).
U

TEOREMA 2.16. Los conjuntos o y w-limite de una solucién u de x' =
f(x) son cerrados e invariantes. Es mdas, si la imagen de u estd contenida
en un compacto, entonces son no vacios, conexos y compactos.

PROOF. e Demostracion de cerrado:
Tomamos p,, tendiendo a p en el omega limite y probamos que
entonces p estd en el omega limite:
Tenemos gb(t,gn), xo) = Pn.
Existe K (n) tal que qb(tén)) <1/n, k> K(n).

Tomando K(n) = max(K(n),n), podemos asumir ¢, = ¢

K(n)
tiende a infinito. Entonces

|u(tn, to, zo) — p| < |u(tn,to,zo0) — pnl + [Pn — D
<1/n+|pp —p| — 0.

e Demostracién de la invarianza:

Sea zp € Q(u) y sea ty tal que u(ty) — o para k — oo. Con-
sideremos v(t,zg) la solucién determinada por la condicién inicial
v(0) = zp. Entonces u(t + tx) = v(t,u(ty)) — v(t,x0) cuando
k — oo. Luego v(t, zp) € Q(u).
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e Demostracién de acotado y no vacio:

Por ser un subconjunto de @(R), que es acotado por hipétesis,
tenemos que 2(u) es acotado y no vacio, pues toda sucesién, admite
una subsucesiéon convergente.

e Demostracion de la conexion:

Supongamos que (z) no es conexa. FExisten A, B cerrados
disjuntos tal que Q(z) = AU B. Por ser compactos, tenemos una
distancia positiva entre ambos, §. Consideremos los entornos de
radio §/2 de ambos, Ua,Up. Q(u) C U4 UUp.

Por otra parte, por definicién de Q(u), existe tp > 0 tal que
u(t) € Ug UUp para todo t > ty (en otro caso, tendriamos un
punto de la adherencia fuera de (u)). Como u([tg, +00)) es un
conexo, 0 bien estd en Uy o en Up. Supongamos que se da el
primer caso. Por otra parte, si p € B, entonces existe una sucesién
de puntos de u([tp, +00)) que converge a p, en contradiccién con
u([t0,+oo)) CUa.

O

3. Sistemas diferenciales planos

A partir de ahora consideramos

x’:f(x,y), y/:g(‘rvy)7

con f, g continuas y localmente Lipschitz.

3.1. Teorema de Poincaré-Bendixon.

TEOREMA 3.1 (Teorema de Poincaré-Bendixon [19]). Si Q(u) es com-
pacto y no contiene puntos criticos, entonces Q(u) es una orbita periddica,
es decir, Q(u) = {u(t,zo): t € R}, donde u(t,zg) es una orbita periddica.

ESQUEMA DE LA DEMOSTRACION. Supongamos por contradiccién que
no es una orbita periédica.

Como Q(u) es no vacio, entonces existe zg € 2(u) y como no contiene
puntos criticos, zg es un punto regular. Por tanto, existe un entorno W y
una seccion transversal

D:I=(-6,6)—=R?* D(0) =z,

donde se aplica el Teorema del Flujo Regular (el campo restringido a W es
topoldgicamente conjugado al campo constante y la conjugacién envia D(T)
a {0} x R).

Por otra parte, como Q(u) es invariante, si v(¢,zg) es la solucién de-
terminada por la condicién inicial v(0,z) = o, entonces v(t,xo) € Q(u)
para todo t € R (estd definido en todo R por ser acotada). Es decir,
Q(v(t, zo)) C Qu).

Veamos que la 6rbita de v corta a D(I) en un tnico punto:

En primer lugar, probaremos que si una érbita corta a una seccién
transversal en dos puntos, entonces divide al plano en dos regiones, una
positivamente invariante y la otra negativamente.
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Supongamos que v(t, xo) corta a D(I) en otro punto distinto de xy. Sean
t1 < to dos cortes consecutivos tales que v(t1,x0) = D(s1) # v(te,zg) =
D(s2) (podemos suponer s; < $3).

Entonces la curva de Jordan definida por v([t1, 2], x0) ¥y D([s1,s2]) di-
vide al plano en dos regiones, de modo que una de ellas es positivamente
invariante y la otra negativamente invariante.

Considerando los distintos casos de los cortes de u(t) con D[sy, s2] y el
Teorema del Flujo Tubular sobre D([s1, s2]), se llega a que no es posible que
v(ty,x0) y v(te, o) pertenezcan a Q(u) y de esta contradiccién, la érbita de
v corta a D(I) en un unico punto.

Tomemos yo € Q(u(t,z0)) C Q(u) y consideremos una seccién transver-
sal. Tenemos entonces que existe una sucesion t, — oo, n — oo tal que
v(tn, o) = yo. Tomando una subsucesién podemos suponer que y(t,, zg) €
W. Es maés, aplicando el Teorema del Flujo Tubular, podemos tomar
v(tn, zo) € D(I). Como v(ty,,xp) corta a D(I) en un tnico punto, entonces
V(tn, xo) = x0 y v(t,0) es periddica.

Supongamos que Q(v(t,zg)) # Q(u). Como Q(u)\Q(v(t,x0)) no es cer-
rado ((u) y Q(v(t,x0)) C Q(u) son conexos y cerrados). Entonces existe
yo € Qv(t,zp)) punto de acumulacién de Q(u)\Q(v(t,z0)). Ahora bien,
1o es regular, por lo que podemos considerar una seccién transversal en un
entorno de 7y. La solucién u cortard a dicha seccién transversal en puntos
arbitrariamente cerca de y9. Razonando igual que antes, se prueba que la
interseccién de Q(u) con la seccién transversal ha de ser yp, en contradiccién
con que sea punto de acumulacién de Q(u)\Q(v(t, zg)).

O

COROLARIO 3.2. Toda orbita cerrada en el plano contiene un punto
critico.

PROOF. Basta considerar las orbitas cerradas minimales y aplicar el
Teorema del punto fijo de Brower en la regién interior a la 6rbita minimal.

O

PROPOSICION 3.3. Toda drbita no constante en el plano o bien es iso-
morfa a una recta o bien es isomorfa a una circunferencia.

PROOF. Siuna 6rbita es cerrada (u(0) = u(T)) tenemos v: St = [0,1]/ ~—
R?, t — v(t) = u(tT). Hay que probar que es un homeomorfismo. Para ello
hay que probar que es abierta. Tomamos un punto p de la érbita p = v(to).
Fijamos un radio r y tomamos la imagen de I = (9 — r,tp + 7). La imagen
del complementario de I es un compacto. Sea d la distancia de p a dicha
imagen. Tomamos una seccién transversal en p, v: J — E. Podemos tomar
J una bola cerrada tal que |y(s) —p| < d/2. Entonces por continuidad existe
e tal que |u(t,7v(s)) — p| < d para todo |t| < e. Sea U el abierto

U= {u(t,y(s)): |t| <ese€ 3}

Entonces la topologia restringida a U coincide con la topologia imagen y
concluimos.

Si una Orbita no es cerrada, entonces es inyectiva. Basta probar que
para cada punto de la imagen, existe un entorno del plano de modo que
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la interseccién del entorno con la imagen es Unicamente la imagen de un
intervalo del dominio.

Tomamos un punto, una seccién transversal y aplicamos el Teorema de
Poincaré-Bendixon.

O

3.2. Problemas de Poincaré y Hilbert. Sea u(t, p) una érbita periédica
y consideremos una seccién transversal . Por continuidad, si ¢ € X esta
suficientemente préximo a p, entonces existe t1(q) > 0 tal que u(t1(q),q) € &
y u(t,q) ¢ ¥ para todo 0 < t < t1(q).

Se define la aplicacién de Poincaré, m como

m(q) = u(t1(¢),q), q€X

La aplicacion de Poincaré es continua por la continuidad de las soluciones
respecto a las conditiones iniciales. Si el campo es analitico, entonces 7 es
analitica.

Por el Teorema de Poincaré Bendixon, si 7 esta definido en ¢, entonces
u(t, q) es periddica si y sélo si w(q) = q.

En el caso de ser analitica, o bien los puntos fijos son aislados o bien la
aplicacién es la identidad.

Decimos que una solucién periédica u(t,p) es un ciclo limite si en un
entorno de p, la aplicacién de Poincaré no tiene puntos fijos.

Decimos que tenemos un centro cuando la aplicacién de Poincaré es la
identidad.

Consideremos el sistema

(10) o' = P(r,y), v =Q(y),
donde P, @ son polinomios de grado n

Problema del Centro-Foco de Poincaré
Supongamos que el origen es un punto de equilibrio del sistema (10) y
los autovalores tienen parte real nula. Determinar si es un centro o un foco.

Problema 16 de Hilbert
Determinar en términos de n el niimero maximo de ciclos limite de (10)
y sus posibles configuraciones.

3.3. Sistemas planos cuadraticos. Consideremos el sistema plano
8],

¥ = P(a,y),
0 {y ~ Q)

con P, () polinomios de grado 2. Supondremos que P y () son primos entre
si, es decir, que no hay variedades de puntos criticos. Si no son primos entre
si, mediante un cambio en el tiempo tenemos que fuera de donde se anule el
factor comun son topolégicamente equivalentes (ver Teorema de Existencia

Global).

LEMA 3.4. Tres puntos criticos no pueden ser colineales.
En toda recta que no sea invariante, el nimero total de puntos criticos
y puntos tangentes al campo es a lo sumo dos.
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En caso de haber dos puntos de tangencia, Ry, Ro, el campo tiene una
orientacion en el segmento (Ry, R2) y en todos los demds puntos la ori-
entacion es la opuesta.

PRroOF. Consideremos la recta ax + by + ¢ = 0.

Si la recta contiene tres puntos criticos, entonces corta a las cénicas
P =0,Q = 0 en tres puntos, luego esta contenida en ellas, en contradiccion
con P, Q primos.

Dado un punto de la recta, es tangente al campo cuando corta a la cénica
aP(z,y) +bQ(x,y) = 0. Por tanto o bien la recta es invariante o bien corta
a dicha cénica en dos puntos. Es mas, en caso de cortar en dos puntos, el
signo de aP(x,y) + bQ(x,y) entre los dos puntos (orientacién) es opuesto al
signo de los demas puntos. O

TEOREMA 3.5. El interior de una érbita cerrada es una region conveza.

PROOF. Supongamos que una cuerda corta el borde. Podemos asumir
que contiene puntos exteriores. Entonces la cuerda corta a la 6rbita en dos
puntos con orientaciones opuestas. Por el Lema previo, esto implica que
no puede cortar en mas puntos, en contradiccién con que los extremos sean
interiores. U

TEOREMA 3.6. Existe un unico punto critico en el interior de cada orbita
cerrada.

PRrROOF. En general, sabemos que hay al menos uno. Supongamos que
hay dos, Ri, Re. Entonces la recta que une R; con Ry corta a la Orbita
cerrada en dos puntos, con orientaciones opuestas, lo que contradice el Lema.

O

Como consecuencia, dentro de una 6rbita no puede haber dos disjuntas.

TEOREMA 3.7. Si dos drbitas cerradas tienen interiores disjuntos, en-
tonces sus orientaciones son opuestas.

ProoF. Unimos los puntos criticos y entonces corta a las dos érbitas en
dos puntos que han de tener la misma orientacion. O

TEOREMA 3.8. Si dos drbitas cerradas tienen interiores mo disjuntos,
entonces tienen la misma orientacion.

PROOF. Se toma una recta que pase por el punto critico. Si tienen
orientaciones diferentes se llega a contradiccién. U

COROLARIO 3.9. Si tenemos dos puntos de tipo foco o centro, entonces
su orientacion es opuesta.

COROLARIO 3.10. A lo sumo hay dos puntos de tipo foco o centro.

Escribiremos
P(z,y)= > ayz'y, Qz,y)= Y bja'y.
i+j<2 1+5<2
TEOREMA 3.11. Todo punto critico en el interior de una orbita cerrada
debe ser un foco o un centro.
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PROOF. Supongamos que el origen es el punto critico. Si el origen no es
un foco ni un centro, entonces

2
(bor — a10)” + 4ap1bio > 0,
Si pasamos a coordenadas polares, x = rcosf, y = rsin 6, obtenemos

9/ = fQ(H) + Y’fg(g),
donde
f2(0) = by cos’ 0 + (bo1 — a1p) cosOsinf — apy sin?#,

f3(0) = bag cos® 0+ (b11 — a20) cos? fsin 6 + (bog —a11) cos O sin? 0 — ags sin® 6.

Como (bo1 — a10)? + 4ag1bio > 0, fo(6) tiene al menos una raiz real, ;.

Como f3(#) es un polinomio de grado tres, entonces también tiene una
raiz real, 65.

Si ;7 = 6, entonces 8 = 01 es invariante y no pueden existir orbitas
periédicas.

En caso contrario, podemos suponer que existe [f1,62] de modo que
f2, f3 no cambian de signo en el interior (por ejemplo — fa/f3 es positivo,
si no trasladamos 7) y el signo de ' es opuesto en los extremos. Entonces
cualquier érbita que entre en el sector permanece en él o bien para tiempo
positivo o bien para tiempo negativo, en contradiccién con la existencia de
una orbita periddica.

O

TEOREMA 3.12 ([5]). Supongamos que el origen es punto singular. Si
un ciclo limite, que denotaremos (r(t),0(t)) en coordenadas polares, rodea
al origen, entonces 0'(t) # 0.

PRrooF. Como se probd en el teorema anterior, fo # 0. Supondremos
f2 > 0, siendo el otro caso anélogo.
Ademds, 0’ = 0siy sélosi fo(0)+7f3(6) = 0. Por tanto tenemos definida
una funcién
f2(0)

o(f) f3(0)

Como f3 tiene ceros, 1o tiene asintotas verticales. Sean 61,02 ceros con-
secutivos de f3 tales que rg estd definida en para 6 € (61,63) y supongamos
que existe t3 tal que '(t3) =0, 7/(t3) > 0y 0(t3) € (61, 62).

Consideremos el radio de angulo 6(t3). Entre 0 y 79(6(t3)) es una
transversal al campo y lo mismo entre 79(6(t3)) e infinito. Por el Teorema
de Poincaré-Bendixon, la solucién no puede volver a cortar a ninguna de las
dos transversales, luego para 6y > 6(t3) suficientemente préximo, el radio
de angulo 6y y la solucién no se cortan. Es decir, la solucién no rodea al
origen.

O

TEOREMA 3.13. Supongamos que el origen es un punto critico de (11)
Y no es un centro.

Ezxiste una correspondencia biunivoca entre los ciclos limite que rodean
al origen y las soluciones 2w-periddicas positivas de la ecuacion de Abel

(12) ' =\ + B(t)z? + A(t)z?,
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para cierto X € R y ciertos polinomios trigonométricos A, B, de grado 6,3
respectivamente.

Proor. Como sabemos que el origen es un foco o un centro, podemos
suponer que P = Py + P, con P, = ax — by y que Q = Q1 + Q2 con
Q1 = bx + ay. Entonces al pasar (11) a coordenadas polares, tenemos

v =ar+h(@)r 6 =b+g)r
donde
h(6) = cos(0)Pa(cos 0, sin 0) + sin(0)Q2(cos 8, sin 6),
g(0) = cos(0) Pa(cos 8,sin ) — sin(0)Q2(cos 0, sin 0).

Hacemos el cambio de variables
r

’ 7 R(0)+rfa(0)
que es valido para b8’ > 0 (hemos probado que los ciclos limite estdn inclu-
idos) y obtenemos la ecuacién de Abel buscada. (]
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PrRAcTICA 3.14. Consideramos el sistema cuadrdtico plano

(1)

= Z aija:iyj, y = Z bij:ciyj.
i+j<2 i+5<2
Determinar los coeficientes para que verifique las siguientes condi-
ciones:
(a) Los puntos criticos sean (0,0), (1,1), (1,0), (0,—1).
(b) Los puntos criticos (0,0) y (1,0) tengan como autovalores i y
—1.
(¢) El punto (1,1) tenga autovalores 1 y —1.
(d) La recta que une (—1,0) con (1,1) sea invariante.
Asigna a los coeficientes restantes (si queda alguno) un valor arbi-
trario y dibuja el campo de pendientes.
Dibuja la curva formada por los puntos en los que el campo es
proporcional a la recta de une el punto con el origen (direccion
radial).
Obtén el campo en coordenadas polares en el origen. Dibuja el
campo en las coordenadas polares, poniendo r y 6 en los ejes coor-
denados.
Consideramos p = r/(6'). Obtén la ecuacidon diferencial que satis-
face p.
Dibuja el campo de la ecuacion antertor.
¢ Cudl es el mayor valor de pg de modo que la solucion que en 8 = 0
vale pgy estd definida para 0 en [0,27]? (viene dado por la imagen
del segmento que une (0,0) con (1,1)).
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4. Ecuaciones de Abel

En esta seccién consideraremos la ecuacién diferencial de Abel con coe-
ficientes trigonométricos

(13) 2’ = A(t)x® + B(t)z? + C(t)z + D(t),

donde A, B,C, D son polinomios trigonométricos, es decir, polinomios de
R[sin(t), cos(t)]. Nétese que este no es un anillo de factorizacion tnica, pues
por ejemplo
1 —cos®t = (1 —cos t)(1+ cos t) =sin tsin t.
El estudio de la dinamica de esta ecuacién depende fuertemente del
nimero de soluciones peridédicas que tenga. Recordemos que una solucién
u de (13) es periddica si existe T > 0 tal que u estd definida en [to,to + T

y u(to +T) = u(ty). De ahi obtenemos que u estd definida en todo R y
u(t +T) = u(t) para todo t.

PROPOSICION 4.1. u(t) es una solucion periddica de (13) si y sdlo si es
2m-periodica.

PROOF. Si u(27) # u(0), llegamos a contradiccion. O

Sea u(t, ) la solucién de (13) determinada por la condicién inicial u(0, z) =

x. Se define la aplicacién de Poincaré, 7(x) = u(2m, x) y la aplicacién de-
splazamiento d(z) = 7(z) — x.

PROPOSICION 4.2. Existe una correspondencia biunivoca entre los ceros
de d y las soluciones periodicas de (13).

PRroor. Basta tomar condicién inicial. O

El llamado Problema de Smale-Pugh, consiste en, dados n, m, obtener el
méximo numero de ciclos limite de la ecuacién de Abel (13) donde A, B son
polinomios trigonométricos de grado n, m, respectivamente y C = D = 0.

4.1. Existencia de ciclos limite. En primer lugar, veremos que si
A(t) = 0 entonces el nimero de soluciones periédicas de (13) estd acotado
por el grado en x.

TEOREMA 4.3 (Alternativa de Fredholm). Sea la ecuacion
(14) 2’ = a(t)x + b(t),

donde a(t) y b(t) son funciones T-periddicas y continuas.
Se verifica

(1) Sia#0, entonces existe una unica solucion periddica de (14).
(2) Sia=0 yc#0, entonces ninguna solucion de (14) es periddica.
(3) Sia=¢c=0, entonces todas las soluciones de (14) son periddicas.

Se denominan ecuaciones de Ricatti peridédicas a las ecuaciones de la
forma,

(15) x' = a(t)x® + b(t)x + c(t),

donde a(t), b(t) y c(t) son funciones continuas y T-periddicas.
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TEOREMA 4.4. La ecuacion de Ricatti, (15), tiene a lo sumo dos solu-
ctones periodicas, o todas sus soluciones son periodicas.

PROOF. Supongamos que (15) tiene dos soluciones periddicas, ui, us.
Por el cambio
x —ui(t)
y = ——-—-—-——----
u9 (t) — Ul (t) ’

obtenemos que la ecuacién (15) se transforma en

y =d(t)yly — 1),

donde d(t) = a(t)(ua(t) — ui(t)). Ademds, las soluciones periddicas de
la ecuacién (15) se transforman en ecuaciones periddicas de esta nueva
ecuacion. En particular u; se transforma en la solucién 0 y ug en la 1.

Ahora hay varias posibilidades para completar la demostracién. Por
ejemplo, Lins-Neto [13] aplica el cambio de variable z = (y — 1)/y para
obtener una ecuacién lineal y concluir. Pero también se podria concluir
analizando la ecuacién en variables separadas.

O

Si eliminamos la restriccion sobre los grados de A y B en el problema de
Pugh, es decir, intentamos acotar el nimero de ciclos limite de (13), tenemos
que no existe dicho maximo.

TEOREMA 4.5 (Lins-Neto [13]). Para todo l, existe un polinomio P(x)
tal que la ecuacion
z' = cos(t)x? + P(sin(t))x3
tiene al menos | ciclos limite.
Vamos a considerar la ecuacién dependiente de un parametro
2’ = cos(t)z? + eP(sin(t))z”.
Integrando:

P(sin(t))

dt
1 — ¢ sin(t) +ole)

2
u(2m, o) — xo = e/
0

Definimos

2w :
W(xo):/o Mdt

1 — xgsin(t)

PROPOSICION 4.6. Cada cero simple de W (xg) produce una solucidn
periddica para € pequeno.

PRrROOF. Consideramos H(xg,e) = (u(2m,x0) — x0)/e. Aplicamos el
Teorema de la Funcién Implicita y existe xzg(e) tal que H(xg(e),e) = 0y
H(xg,€) # 0 para xg # xo(€) en un entorno de (xg,0). O

PROPOSICION 4.7. Si tenemos una sucesion de n+1 funciones que trun-
cadas a grado n producen la base de polinomios, entonces una combinacion
lineal de dichas funciones tiene al menos n raices simples.
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ProOOF. Para ello partimos de la que tiene grado mas alto y vamos
perturbando la funcién con funciones de grado menor, produciendo mas
Ceros.

Ademss, escribiendo como x'(k + x + O(z)), y derivando, tenemos que
podemos suponer que el cero es simple. O

Definimos la aplicacién j™(f) que consiste en truncar los términos de
grado mayor que n en el desarrollo de Taylor.

PROPOSICION 4.8. Si la imagen de una familia lineal n+ 1 dimensional
Y por la aplicacion:

P r(P)=j" </027rp(t)dt>, P(t) €Y,

1 — zsin(t)

es epiyectiva en R[z]/2" L, entonces existe P en la familia tal que W (x)
tiene al menos n ceros simples.

PROOF. Al ser epiyectiva, tenemos P; tal que su imagen es z’ y apli-
camos la proposicién anterior. O

PROPOSICION 4.9. La imagen deY = {sink t}k=0,..n POT T es epiyectiva
en Rlz]/z" 1.

PROOF. Recordemos que
1
— =l4az+a®+3+. ..
1—2

Entonces, tenemos que
n 2 )
7(sinf t) = E ajkxt,  a; = / sin’ t dt.
i=0 0

Luego la matriz de 7 es

a/o a’l PR an
a1 a2 st An4l
ap  Qpy1 - a2n

Pero esta matriz es la del producto escalar < P,Q >= fo% PQ dt en la base
{sin®t}. En particular es definida positiva. O

4.2. Numero de ciclos limite en una ecuacién de Abel general-
izada. Podemos considerar de modo genérico que tras el cambio de Cherkas
aplicado a un sistema cuadrético plano (y para otros sistemas planos, ver
Lloyd), tenemos una ecuacién del tipo:

(16) a' = A(t)z® + B(t)x® + C(t)x,

donde A, B, C son polinomios trigonométricos.
Es conocido que si A(t) > 0, entonces (16) tiene a lo sumo tres ciclos
limite:
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TEOREMA 4.10 ([16]). Si A(t) > 0, entonces la ecuacion (16) tiene a lo
sumo tres ciclos limite.

Andlogamente, si A(t) > 0 para todo t € [0,27] o A(t) < 0 para todo
t € [0,2mx].

PROOF. Derivamos tres veces. Entonces tenemos signo definido en la
derivada tercera, lo que implica un méximo de tres ciclos limite.
El caso negativo se transforma en positivo con el cambio ¢t — —t. O

Supongamos que la ecuacién de Abel es de la forma 2’ = f(t, z, \), para
cierto parametro A. Decimos que la ecuacién de Abel es mondtona respecto
de A (o que A es un parametro rotatorio) si fy > 0 para todo t,z, Ao f <0
para todo t, z, \.

PROPOSICION 4.11. Si la ecuacidn es mondtona respecto de \ entonces
las soluciones periddicas de ' = f(t,z,\) son disjuntas.

Ademds,si definimos w(x,\) = u(2m,x,\), entonces existe una funcion
Az), definida en un intervalo abierto, tal que w(x, A(x)) = x. Ademds, si
m(x,\) =z y me(x,\) # 0, entonces
1—my (l‘, )‘)

D) (l’, /\)
Proor. 1. El campo es mondétono, lo que implica que las soluciones

para un valor del parametro son sub o supersoluciones.
2. Por el Teorema de la Funcién Implicita. O

N(z) =

TEOREMA 4.12 ([11]). Si B(t) > 0 para todo t € [0,27] o B(t) <0 para
todo t € [0,27], entonces la ecuacion (16) tiene a lo sumo tres ciclos limite.

PROOF. La clave es considerar la derivada de la aplicacién retorno re-
specto de la condicién inicial sobre las soluciones periddicas.

En primer lugar, u(t) = 0 siempre es solucién, por lo que podemos
restringir el problema a contar las soluciones positivas o negativas.

Supongamos que u es una solucion peridédica positiva. Entonces

'LL/

(17) — = Au® + Bu + C.

U
Derivando respecto de la condidicién inicial e integrando

2
uy (27, 2) = exp (/ 3Au® + 2Bu + C’dt> .
0

De la ecuacién (17), podemos despejar Au?. Sustituyendo,
2m 2m
ug (27, ) = exp (/ 3(uv'/u— Bu— C) + 2Bu + Cdt> = exp </ —Bu — Cdt) .
0 0

SiBy f02 wC(t) dt tienen el mismo signo, entonces 7, tiene el signo contrario
y si tienen signo contrario, entonces 7, se anula en a lo sumo un punto, tiene
el signo de f02 wC(t) dt hasta ese punto y el contrario a partir de ahi.

Para terminar, basta considerar las posibilidades y descartar casos hasta

obtener a lo sumo tres ciclos limite.
O
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TEOREMA 4.13 ([2]). Si existe o tal que aA(t) + B(t) > 0 para todo
t € 10,27] o aA(t) + B(t) < 0 para todo t € [0,27], entonces la ecuacion
(16) tiene a lo sumo tres ciclos limite.
PROOF. Tenemos que si v es una solucion periddica no nula, podemos
escribir la ecuacién como

(18) ' = (aA(t) + B(t))u? + A(t)u?(u — o) = D(t)u* + A(t)u?(u — a).

En particular, las soluciones periédicas no pueden cortar a «, porque es
barrera (superior o inferior).
Dividiendo entre u?(1 — ) e integrando (usando que u es periédica),
2m 2
D(t
A(t)dt = — ®)

0 0 Uu—«

dt.

Ahora calculamos la derivada de la aplicacién retorno respecto la condicién
inicial sobre las periédicas y obtenemos

7' () =exp (/0% 2D (t)u + 2A(t)u(u — o) + A(t)u? dt)

~exp ( /0 7 oD(tu+ Alt)u(3u — ) dt)
—exp ( /0 7 op(tyu — LD 30— 20) dt)

u—uo

27 _u2
=exp ( D(t) dt)
0

Uu—«o

que tiene signo en cada intervalo de R\{0, a}, luego a lo sumo una solucién
en cada intervalo.

Considerando ahora los distintos casos, vamos a ver que a lo sumo tiene
una solucién periédica no nula. Tenemos varias posibilidades segin el signo
de a, D, f027r B(t)dty fozw A(t) dt. Veamos el primero.

Sea a > 0, D(t) > 0, fOQWB(t) dt >0y f027r A(t)dt > 0. La ecuacién
en variables separadas o’ = A(t)2?(z — a) tiene como soluciones periédicas
u=0yu=A\ Ademas, si d* es su aplicacién desplazamiento, d*(z) > 0 si
x> ayd(r) <0siz < a Comparando dicha ecuacién con (18), tenemos
que las soluciones de 2’ = A(t)x?(x — ) son subsoluciones de (18), luego
(18) sélo puede tener soluciones periddicas en (—oo,«). Ademds, si tiene
alguna solucién periddica u distinta de la 0, tenemos que d’(u(0)) > 0, por
lo que d sera positivo a la derecha de la soluciéon y negativo a la izquierda.

Para concluir, basta estudiar como es la aplicacién desplazamiento en un
entorno de 0. Se tiene que d(z) = 027T B(t) dtz*4+O(z3. Como f027r B(t)dt >
0, se obtiene que d(z) > 0 en un entorno del origen. De aqui tenemos que a
lo sumo tiene una solucién periédica en (—oo,0) y ninguna en los otros dos
intervalos.

El resto de los casos es andlogo (ejercicio). O

Consideremos la ecuacién

(19) ! :p(t7$)7
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donde p: R? — R es suficientemente suave, T-periédica en t y polinomial en
x.

Sea d(x) = u(T,z) — x. Derivando (19) respecto de las condiciones
iniciales

(20) d(z) = exp ( /0 "t u(t, 1) dt> Y

Cuando d(z) =0y d'(z) # 0, el ciclo limite u(t,x) se denomina hiperbdlico
y el sigo de d'(z) determina la estabilidad

Si existe un intervalo I tal que para todo x € I, se verifica que d'(x) >
0 (resp. < 0) sobre las condiciones iniciales de las soluciones periédicas,
entonces existe a lo sumo una solucién periédica con condicién inicial en 1.

Sea ¢(t, ) un polinomio en x con coeficientes funciones T-periédicas with
en t. Decimos que ¢(t,2) = 0 es una curva algebraica invariante periédica
si existe Q(t,x) polinomial en x y T-periédico en ¢, denominado cofactor de
q(t,x), tal que

Qt(ta x) + Qx(tv x)p(t, ‘73) = Q(tv x)Q(tv x)

Nétese que los coeficientes de Q como polinomio en x con funciones continuas
que pueden tener polos en los ceros de los coeficientes de gq.

Sea u(t,x) una solucién periédica de (19). Por unicidad de soluciones,o
bien q(t,u(t,x)) # 0 para todo t o q(t,u(t,x)) = 0. Supongamos que se
cumple la primera posibilidad y que el conjunto de t tal que los coeficientes
de Q(t,x) tienen polos tiene medida nula. Entonces

T _ (T atw) + gt uwpt,u) (T d(nlg(tu)])
/O Q(t,u)dt_/o T dt_/o e di =0,

donde u = u(t,z). Por tanto, para todo a € R, el signo de d'(x) es el signo
de

T
/0 (pe(t,u) + aQ(t,u)) dt.

En particular, si no cambia de signo en alguna de las regiones definidas por
las curvas algebraicas invariantes, tiene la ecuacion de Abel tiene a lo sumo
un ciclo limite en esa region.

Se pueden obtener mds detalles en [3]. Ademds, esto estd relacionado
con el criterio de Bendixon-Dulac, que se puede consultar en [10].

Consideremos ahora
(21) ¥ =a,(t)z" + ... +a1(t)z + ao(t),
donde ay(t),...,ao(t) son funciones continuas y T-periédicas.

TEOREMA 4.14 (Yu. llyashenko [12]). Sian(t) = 1 y max,c(o ) |ai(t)] <
c,i=1,...,n—1, entonces (21) tiene a lo sumo A(n, c) soluciones periddicas,
donde

A(n, ¢) < Sexp {(30 +2)exp B(Qc + 3)"} } .

PROOF. O
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4.3. El problema del centro-foco. Consideremos de nuevo ecua-

ciones de la forma
a' = f (ta ‘75)7

donde f es T-periédica en t y polinomial en z y tal que f(¢,0) = 0.

Decimos que la ecuacién tiene un centro si todas sus soluciones acotadas
son periddicas.

El problema que planteamos es caracterizar las ecuaciones que tienen un
centro.

4.3.1. Problema del centro para Abel con coeficientes trigonométricos.
Consideremos la ecuacion de Abel polinomial

(22) ' =a,(t)z" +...+a1(t)z,
donde ay(t),...,ap(t) son polinomios trigonométricos.

Como en los anteriores apartados, definimo la aplicacién de Poincaré
m(x) = u(2m,z). La aplicacién de Poincaré vale 0 en = = 0 y es analitica
respecto de las condiciones iniciales (x). Luego admite un desarrollo en serie
de potencias, es decir,

m(z) = Myx + Max® + ...

Los coeficientes My, Mo, ... se denominan funciones de Melnikov y dependen
de ai,a9,.... Si My = 1, la primera funciéon de Melnikov no nula distinta
de M; se denomina exponente de Lyapunov y determina la estabilidad del
origen. Si M} = 1 y todas las funciones de Melnikov son nulas, entonces
m(x) = z y todas las soluciones acotadas son periddicas, es decir, tenemos
un centro.

Para calcular las funciones de Melnikov, podemos considerar la solucién
como una suma formal respecto de la condicién inicial

u(t,x) = by(t)x + ba(t)z? + ...
y sustituyendo en la ecuacién diferencial
Vy () x4+l (1) 2% 4. .. = ay () (b (t)z+bo ()2 +. . ) +ao(t) (by (t)z+bo(t)z+. . ). ..

Igualando los coeficientes de = y usando que u(0,x) = x, obtenemos una
serie de ecuaciones diferenciales lineales

by (t) = ar(t)ba(t), 01(0) =1,
Vo (t) = ar(t)ba(t) + ag()b3(t), ba(0) =0

Podemos resolverlas recursivamente, obteniendo

bi(t) = exp (/Ot a1(s) ds) ,

h(t) = [ s (8)B2(5) exp (/ fai(r) ir) s

Entonces tenemos que My = by (27), My = ba(27), .. ..

Consideremos ahora las ecuaciones M1 = 1, My = M3 = ... = 0, en
funcién de los coeficientes de los polinomios trigonométricos ai,as,.... Se
puede demostrar que dichas ecuaciones son polinomiales. El conjunto de
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coeficientes que verifican todas esas condiciones se denomina ideal de Bautin.
Tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 4.15. Fijado n y los grados de los polinomios ay, . .., an, existe
N eNtalquesi M =1y My=...= My =0, entonces M1 = Myio =
...=0.

Es decir, existe un indice tal que si las funciones de Melnikov hasta ese
indice, entonces la ecuacién tiene un centro. Dicho indice se denomina indice
de Bautin. Para més detalle, consultar [4].

4.3.2. Centros tangenciales. Fijados p(t), q(t) polinomios (trigonométricos)
consideramos

(23) o' = p(t)a? + g(t)2%,
Denotamos u(t, z) a la solucién determinada por u(0,x) = x.
La ecuacién (23) tiene un centro si
u(2m, x) = x,

para todo xz en un entorno del origen
Fijados p(t), q(t) polinomios (trigonométricos), consideramos

(24) o’ = p(t)a® + eq(t)a,
La ecuacién (26) tiene un centro tangencial si

27 27 q(t) B
/0 p(t)dt—l—e/o oyl

para todo x, € en un entorno del origen.
En [Briskin-Frangoise-Yonmin 2000], propusieron el siguiente problema:

PROBLEMA. Fijado p(t) polinomio (trigonométrico), obtener los poli-
nomios (trigonométricos) q(t) tales que

(25) x' = p(t)z? + eq(t)z?,
tiene un centro tangencial.

El problema del centro-foco tangencial también se conoce como prob-
lema de los momentos:

PROPOSICION 4.16 (Briskin-Frangoise-Yondim 2000). La ecuacién (26)
tiene un centro tangencial si y sdlo si f027r p(t)dt =0y

2m
/ P*(2)dQ(z) =0, k=0,1,2,...
0

donde ; ;

P = [ pd Q)= [ att
0 0
Supongamos que existe una funcién W, tal que
P=PoW, Q=QoW, W(0)=W(2nr).

Entonces

27
/ PF(2)dQ(z) =0, k=0,1,2,...
0
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Cuando existe dicha W, decimos que la ecuacion de Abel tiene un centro
de composicion.

TEOREMA 4.17 (Pakovich-Muzychuk 2009). Dados polinomios p,q, la

ecuacion
x' = p(t)2? + eq(t)®
tiene un centro tangencial si y sélo si existen polinomios Q;(z), Wj(z),
W;(a) = W;(b), P, Qj, tales que
Q(z) =Qi(z) + ...+ Qm(z),
P(z) = P;(W;(2)), Q;(2) = Q;(W;(2)).

Fijados p(t), ¢(t) polinomios trigonométricos, consideramos

(26) x' = p(t)z? + eq(t)z?,

La ecuacién (26) tiene un centro tangencial si para todo w,

°n B o q(t) _
/0 p(t)dt =0, /0 —w—fotp(s) - dt = 0.

Aplicando el cambio de variables z — exp(iz), es equivalente a:

dQ(z) o, _
iﬂt_mdﬁ_Q

donde P ="} arz¥ (v Q) es un polinomio de Laurent.
Denotaremos £ := C[z, z71].
TEOREMA 4.18 (Pakovich 2010, Zieve preprint). Supongamos P = goh,
donde P € L\{C[z],C[z7]} y g,h € C(x).
Entonces eziste p € C(z) de grado 1 tal que
e GeClzlyHeL ¢
e Ge L yH=2d" para algin | € N.
donde G :==gopy H:=p'oh.
PROPOSICION 4.19. Supongamos P(z) = P(W(z)), Q(z) = Q(W(z)),
con W e L\C[z].

FEntonces

Q=) . _
ﬁ]t_mwﬁ_a

PROPOSICION 4.20. Supongamos P(z) = P(2'), Q(z) = Q(2") + R(2),
donde R(z) contiene los monomios de Q(z) no divisibles entre 2'.
Entonces C(t) =0 si y sélo si

40

f AQ) 4,
sl=1t — P(2)

LEMA 4.21. Sean P,Q € L. Las siguientes condiciones son equivalentes:

W dQ(z)
szﬁ 1= P2 dt =0,
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(2) Fijado t cerca de infinito, se numeran las preimdgenes z;(t) de

P(z) =t de modo que {z(t)}k=1,..n (Tesp. {2k(t)}k=n+t1,..n+m)
son puntos cercanos a infinito (resp. cero). Entonces

n n+m
C(t) == ZmQ(zk(t)) - Z nQ(zx(t)) =0  para todo t € C.
k=1 k=n+1

Denotaremos como Mp el grupo de monodromia de P € L.

F1cURE 1. Ejemplo de dessin d’enfant

Dados P,Q € L,
n+m

Z ngQ(zk(t)) =0 para todo t € C.
k=1

es equivalente a

n+m

Z nkQ(2,(1)(t)) =0 paratodot € C, o € M),
k=1

que a su vez es equivalente a

n+m

Z NeQ(2x(t)) =0 paratodot € C, o € M,,.
k=1

Demostracién del Lema

Numeraremos las raices de modo que (1,...,n)(n+1,...,n+m) es la
permutacion correspondiente a una vuelta alrededor de oc.

Dado v = (v1,...,Vnsm) € C*"™™ lo identificaremos con

n+m

> wQ(zk(1))-
k=1

Definimos
V =<o(m, ™) m, —n, ™), —n): 0 €Gp >,

donde o(v) consiste en permutar las coordenadas de v segin o.
B c {1,...,n+ m} es un bloque si 0(B) = B o 0(B) N B = &, para
todo o € Mp.
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=

0

FIGURE 2. Dessin d’enfant de P = foh

LEMA 4.22. Sea B un blogue que contiene el 1. Denotemos
Rp = ZéjBQ(zj(t)), 5}3 =1sij € B, 0 en otro caso.

J
Entonces Rp = Qp(Wp(21(t))), P = PgoWp.
Definimos
W =< wp: (wp)j =1sij€ B, (wp); =0 en otro caso >pep .

TEOREMA 4.23. Supongamos (1,0,...,0) € V4+ W y B ¢ {1,...,n}
para todo bloque B. FEntonces la ecuacion tiene un centro tangencial si y
solo si existen Q1,...,Qm, W1,...,W,, € L tales que

P(z) = Pi(Wj(2)), Q;(2) = Q;(W;(2)), Q(2) = Q1(2) + ...+ Qu(2)

Supongamos B C {1,...,n} para algin bloqgue B. Entonces P(z) =
P(2™) y tenemos un centro tangencial si y sélo si

n n+m
> mQ(E(1) — > nQ(E(1) =0.
k=1 k=n+1

Aplicando los resultados anteriores a los grupos de permutaciones tran-
sitivos realizables como grupo de monodromia de un polinomio de Laurent
hasta grado 30.

Grado 9 10 16 18 20 24 25 27 30
Grupos 34 45 1954 983 1117 25000 211 2392 5712
Excepciones 1 2 6 6 3 3 2 31 10

Ejemplo con Gp = A5(10)
123 4+ 55v5 29+ 13v/H
(14 2) ( V5 + \[z

3
5 5 +(—2—-V5)2% + z3>

P(z) =

25

Aunque P no se escribe como composicién, existen polinomios de Lau-
rent ) de grados 2, 4, 6, 8 y 10 verificando las ecuaciones de los momentos.
Ejemplo con Gp = A5(10)
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FIGURE 3. Dessin d’enfant de P(z)

LT

N )
Oa
L

S

FIGURE 4. Dessin d’enfant de P o R

Ejemplo con grupo E9 : Dy

(z—1D*2+2)(1+22)*
a 223 '
Calculamos las soluciones de Q(z) = 22:_3 ayz*, obteniendo el espacio
tridimensional definido por:

a_o9 = —a4/2, a_1 = —ag — 9a4/2 + 5a5/4, az = —15@5/4, a_sz = 0.

P(z) =

Ejemplo con Grupo E9 : Dg
Ejemplo con grupo t16n195

P(z) = — 940848 + 665280v/2 + (89152 — 63040v/2) W (2)
— (2376 — 1680v2)W2(2) + W(2),
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FIGURE 5. Dessin d’enfant de P(z)

donde,

=99+ 70V2 4 (48 — 34v/2)z + (8 — 6v/2)23 + 24

e -

De nuevo obtenemos soluciones que no se escriben como suma de com-
posiciones:

Q1 =1/22+(2804+198v2)z, Qo =1/z— (17T+12V2)z.

Ejemplo con grupo t16n195

FIGURE 6. Dessin d’enfant de P(z)
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TEOREMA 4.24. Sea L3, el conjunto de polinomios de Laurent hasta
grado 30 asociados a polindmios trigonométricos con coeficientes reales via
z = exp(if).

Para cada P € L3, la ecuacion tiene un centro tangencial si y sélo si
estamos en uno de los casos del Teorema principal.

TEOREMA 4.25. Supongamos que P € L5, y deg(P) = 2n > 2 con n
primo. Entonces se verifica que la ecuacion tiene un centro tangencial si y
solo si

(1) P(z) = P(2"), y P,Q es un centro tangencial, donde Q(2") es la
suma de monomios de () divisibles entre z™.

(2) Eziste W € L\(C[z]UC[z7Y]), P,Q € Cl[z], tal que P(z) = P(W(z)),
Q(z) = QW (z)).
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