TEMA 3: BREVES NOCIONES DE TOPOLOGIA EN R Y C.

3.0 — . INTRODUCCION.

En este tema estudiaremos algunos conceptos relacionados con “TOPOLOGIA”,
que es, grosso modo, la parte de la matematica que se ocupa de la clasificacion de los
puntos de un conjunto. En este estudio nos restringiremos a los espacios métricos.

3.1 —. ESPACIOS METRICOS. DEFINICIONES GENERALES.

Definicién: Dado un conjunto FE, se llama distancia o métrica en £ a toda
aplicacion:

d:ExE—-R, (z,y)€FExE—dvy)eR,
que verifica la siguientes propiedades:
1. d(z,y) > 0,Ve,y e Eyd(z,y) =0z =1y.
2. d(z,y) =d(y,z),Yx,y € E. (Simetria)
3. d(z,y) < d(x,z)+d(y,2),Yx,y,z € E. (Desigualdad triangular)
Ejemplos:

1. En R: d(z,y) = |y — x|, es una distancia, que se conoce como distancia usual
de R. Si no se dice lo contrario, a R se le supondra siempre dotado de esta
distancia.

2. En R?%: da((21,22), (y1,92)) = /(41 — 1) + (y2 — 22)?, es una distancia, que
se conoce como distancia euclidea.

3. En R?%: dy((w1,22), (y1,v2)) = |y1 — 1] + |y2 — 2|, es también una distancia.
4. Otra distancia en R? es: doo((z1,72), (y1,¥2)) = max{|y; — z1|, [ya — 2| }.

Se llama espacio métrico a un par (F,d), donde E es un conjunto y d una
distancia en E.

Sea (F,d) un espacio métrico, o € F un punto y € R un nimero real positivo,
se definen los siguientes conjuntos:

- Bola abierta de centro g y radio r: B(zg,r) = {x € E : d(x,zo) <r}.
En R con la distancia usual, B(xzg,r) = (zq — r, 29 + r), por ejemplo: B(1,3) =
(_27 4)




- Bola cerrada de centro xq y radio r: Blzg,r] = {z € E : d(z,z¢) < r}.
En R con la distancia usual, B[xg, 7] = [zo—7, o +7], por ejemplo: BI[1,3] = [-2,4].

- Bola abierta de centro xg y radio r reducida o perforada:
B(zo,r)\{zo} ={z € E:d(z,z9) <rTyx# x0} (andlogamente cerrada).
Por ejemplo, en R con la distancia usual, B(1,3)\{1} = (-2,4)\{1} ={zr e R:0<
|z — 1] < 3}.

Se llama entorno del punto xy, a todo subconjunto A de E que contenga a alguna
bola abierta de centro xg.
En R con la distancia usual, los entornos de un punto seran los intervalos abiertos
que contengan a ese punto. Ejemplo: (1,5) es entorno de 3 porque, por ejemplo,

B(3,1) = (2,4) C (1,5)

Se llama entorno reducido o perforado del punto zg, a todo conjunto de la forma:
A\{zo}, siendo A un entorno de xy.

3.2 — . CLASIFICACION DE LOS PUNTOS DE UN CONJUNTO.

Sea (E,d) un espacio métrico, A un subconjunto de £, A C E, y zp € F un
punto.

Se llama complementario de A, y se denota por A€, al siguiente conjunto: A¢ =
{reEF:x¢ A}

Se dice que xg es interior a A, si Ir > 0: B(xg,r) C A.
Es decir, cuando xq esta “completamente rodeado” por puntos de A.

Se llama interior de A, y se denota por A, al conjunto de los puntos interiores

de A.

Se dice que zg es exterior a A, si Ir > 0: B(xg,r) C A, es decir B(zg,7)NA =
%)

Se llama exterior de A, y se denota por Fxt(A), al conjunto de los puntos exte-
riores de A.

Se dice que zy es un punto frontera de A, si Vr > 0 : B(xg,r) N A # O, y
B(zo,7) N A # Q.

Es decir, cuando no es interior ni exterior a A.

Se llama frontera de A, y se denota por F'r(A), al conjunto de los puntos frontera

de A.



Se dice que z( es un punto adherente de A, si ¥Vr > 0: B(zg,7) N A # O.
Es decir, cuando hay puntos de A tan proximos a xo como queramos.

Se llama adherencia de A, y se denota por A, al conjunto de los puntos de ad-
herencia de A.

Se dice que zy es un punto de acumulacion de A, si Vr > 0 : [B(zo,7)\{zo}] N
A#£ Q.

Es decir, cuando hay puntos de A, distintos de zy, tan proximos a xy como
queramos.

Se llama derivado de A, y se denota por A’ al conjunto de los puntos de acumu-
lacion de A.

Se dice que zy es un punto aislado de A, si kg € Ay Ir > 0 : [B(zo,7)\{z0}] N
A= {1’0}

Se dice que A es abierto, si todos sus puntos son interiores, es decir, si A = A.
Se dice que A es cerrado, si su complementario es abierto.

Se dice que A es denso en E, si A = E.
Es decir, cuando para todo punto de E podemos encontrar un punto de A tan
proximo a él como queramos.

Se dice que A es acotado, si dxg € Eyr > 0: A C B(zo,r).

Se dice que A es compacto, si A es cerrado y acotado (Teorema de Heine-Borel).

Propiedades:

1. Ext(A), Ay Fr(A) forman una particién de F.

2. ACACA A=A, A=A

3. Fr(A) = AN Ac = Fr(A°).

4. A es abierto <& A= A & A° es cerrado < Fr(A)NA= 0.

5. Aes cerrado < A = A & A° es abierto & Fr(A) C A& A' C A.

6. La union finita de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.



3.3—. LA RECTA REAL AMPLIADA.

Definicién: Se define la recta real ampliada, y se denota por R, como el sigu-
iente conjunto:

R=RU{—00,+00}.

Entornos de —oo: (—o00, k) 6 (—o0, k], con k € R.

Entornos de +o00: (k, +00) 6 [k, +00), con k € R.

Operaciones: Cualquiera que sea a € R, se verifica que:
1. a £ 00 = =*00.

2. a-(4+00) = sig(a)(00); a-(—o0) = —sig(a)(oo).
a +00 —00

=0 = sig(a)(o0); = —sig(a)(o0).

4. Yoo = o0;00" = 00, Vn € 7Z, teniendo en cuenta los signos.

+o00

5. No tienen sentido las siguientes operaciones: +00 — 00; 0-(£00); T
00



