TEMA 4: SUCESIONES EN R.

4.0 — . INTRODUCCION.

El concepto de limite desempena un papel fundamental en todo el Calculo In-
finitesimal. En este tema introduciremos este concepto de la forma méas sencilla
posible: la convergencia de sucesiones numeéricas.

4.1 —. SUCESIONES DE NUMEROS REALES. CONCEPTOS FUN-
DAMENTALES.

Definicién: Una sucesion de niimeros reales es una aplicacién
a:N—R, neN-—-aqan) ek
Es decir, una sucesion de ntimeros reales es una coleccién infinita y ordenada de

numeros reales.

A las sucesiones se las denota por {a,}nen 0, simplemente {a,}.
Para cada n € N, se acostumbra a denotar a(n) = a,, y se lo llama término
n-ésimo de la sucesién.

En lo que sigue consideraremos una sucesion de numeros reales {a, }nen.

Definiciones: Se dice que un ntimero real [ es el limite de la sucesion {a, }nen,
y se denota por lim a, =1 o por a, — [, si:
n—oo

Ve >0, dINoeN:¥Yn>Ny=la, -1 <e.

Se dice que lim a, =ocosi: VM >0, dNy e N:Vn> Ny= a, > M.

Se dice que lim a,, = —ocosi: VM >0, dNyeN:Vn> Ny=a, < M.

n—oo

La sucesion {a,}nen es convergente si tiene por limite un nimero real [; es
divergente si: VM > 0, 3INy € N:Vn > Ny = |a,| > M y, es oscilante en
cualquier otro caso.

Definicién: Se llama subsucesion de {a, },en a toda coleccién infinita y orde-
nada de elementos de {a, }nen-

A las subsucesiones se acostumbra a denotarlas por {ay,}.



Definiciones: Diremos que un nimero real [ es un limite de oscilacién de la
sucesion {a, nen si es el limite de alguna subsucesion suya.

Sea E = {limites de oscilacién de {a, }nen}-

Se define el limite superior de la sucesion {a, }n,en como el supremo del conjunto
E; caso de que exista y, en tal caso, se denota por lim a, o por lim supa,
n—oo

n—o0

Se define el limite inferior de la sucesion {a, }neny como el infimo del conjunto E,
caso de que exista y, en tal caso, se denota por lim a, o por lim infa,.
n—oo

n—oo

Definiciones:
La sucesion {a, }nen es acotada si: IM € R : |a,| < M,Vn € N.

La sucesion {a, }neny €s monétona creciente si: a, < an41,Vn € N (estrictamente
creciente si: a, < ay11,Yn € N) .

La sucesion {a, }nen €s mondtona decreciente si: a, > an,y1,Vn € N (estricta-
mente decreciente si: a, > a,41,Vn € N) .

La {an }nen es de Cauchy si: Ve >0, INy € N:Vp,q¢> Ny = |a, —a,| < e

4.2— RESULTADOS RELATIVOS AL LIMITE DE UNA SUCESION.

Sea {a,}, una sucesién de nimeros reales.

Teorema 1: Si existe [ = lim a,, entonces es tinico.

n—oo

Teorema 2: Si existe [ = lim a,, entonces existen también lim a, y lim a, y se

n—oo n—oo n—oo

verifica que:

lim a, = lima,, = lim a, = {.
n—oo n—oo n—oo

NOTA: puede ocurrir que existan lim a,, y lim a,,, pero, si son distintos, entonces
n—oo n—oo

no existe lim a,,.

n—oo
Teorema 3: Toda sucesién convergente es acotada.
El reciproco no tiene porqué ser cierto, ejemplo: {1,2,1,2,1,2,...}.
Teorema 4: Si existe [ = lim a,, entonces [ es limite de todas las posibles

n—oo

subsucesiones de {a,}.
Un criterio practico para probar que una sucesién no tiene limite es encontrar
dos subsuceciones suyas con distintos limites.

Teorema 5: Toda sucesién de Cauchy es acotada.



Teorema 6: Toda sucesion convergente es de Cauchy.
Teorema 7: Toda sucesién de Cauchy es convergente (R es completo).

NOTA: Este resultado es muy 1til, pues permite analizar la convergencia de una
sucesion estudiando si es o no de Cauchy y, por tanto, no se necesita conocer un
candidato a limite; la comprobacién se hace solo con los términos de la sucesion.

Teorema 8: Toda sucesiéon monétona (creciente o decreciente) y acotada es con-
vergente.

Teorema 9: Toda sucesiéon monétona (creciente o decreciente) y no acotada es
divergente.

OBSERVACION: Se verifica pues que:

convergente = C'auchy = acotada.

Pero los reciprocos no tiene porqué ser ciertos, de hecho:
Cauchy = convergente, solo en espacios métricos completos ((R,|.]|) lo es).
Acotada = convergente, si es mondtona.

4.3-. PROPIEDADES DE LOS LIMITES DE SUCESIONES.

Teorema 1: Sean {a}, v {b,}n dos sucesiones de niimeros reales convergentes a
a y b respectivamente, es decir, tales que lim a, = ay lim b, = b. Se verifica que:
n—oo n—oo

1. La sucesion {a, £ b,} es convergente y su limite es a + b, es decir:

lim (a, +b,) = lim a, £ lim b, = a % .

n—oo n—oo n—oo

2. La sucesién {a, * b, } es convergente y su limite es a * b, es decir:

lim (an *bn> = ( lim an> * ( lim bn) =a=xb.

n—oo n—oo n—oo

a
3. Si b,,b # 0,Vn € N, entonces la sucesién {—} es convergente y su limite es

a .
—, es decir:
b )
lim a,
i O 2
n—oo by, lim b, b
n—oo



4. Si a > 0, entonces la sucesién {a’"} es convergente y su limite es a®, es decir:

. b : ( lim b”) . byIna b
lim a," = ( lim a, ) "> = lim e """ = a’.

n—oo n—oo n—oo
5. Si A € R, entonces la sucesién {\a,,} es convergente y su limite es Aa, es decir:

lim Aa,, = A lim a,, = \a.

n—oo n—oo

6. Si existe Ny € N tal que a,, <b,,Vn > Ny, entonces a < b.

Teorema 2: Regla de Sandwich: Sean {a,}n, {bn}n v {cn}n tres sucesiones de
numeros reales tales que:

1. ANy € N tal que a,, < b, < c¢,,Vn > Ny

2. lim a, = lim ¢, =1

n—:oo n—:o0

Entonces existe también lim b, y vale [, es decir: lim b, = (.

n—oo n—oo

Corolario: Si {a,}n, es una sucesién que converge a 0, es decir, lim a, =0, y
n—oo

{b,} es una sucesién acotada (no necesariamente convergente), entonces la sucesion
{an * b, } es convergente y su limite vale 0, es decir: lim a, * b, = 0.

n—oo

4.4-. LIMITES INFINITOS E INFINITESIMOS.
4.4.1-. LIMITES INFINITOS:
Sean {an}n v {bn}, dos sucesiones de numeros reales, se verifica que:

1. Si lim a, = £o0, entonces y lim — = 0.

n—o00 n—00

2. Si lim a, = ooy lim b, = b, entonces lim (an + bn> = to00.

n—oo n—oo n—oo

3. Si lim a, = +ooy lim b, = b, entonces

n—oo n—oo

lim <an*bn> =+4o0osib>0y lim (an*bn> = —oc0sib<0.

n— 00 n—0o0
Si lim a, = —oo y lim b, = b, entonces
n—oo n—oo

lim (an*bn>:—oosib>0y lim (an*bn>:+oosib<0.

4



4. Si nILnQO anp = +00y nangO b,
Si Jim = ooy lim by
5. Si nh_)nolo ap, =400y T}Ln;o b,
S 2, o = ooy g b
S g, n = o0y g b
S0 =m0V g b
4.4.2-. INFINITESIMOS:

+00, entonces lim

n—oo

—00, entonces lim

n—oo

+00, entonces lim

n—o0

—o00, entonces lim

n—o0

400, entonces lim

n—oo

—o00, entonces lim

n—oo

(
(
(
(
(
(

an, + bn>

a, + bn>

an * by,

an * by,

an * by,

an * by,

N—— N N

+00.

= +00.

= +00.

Definicién: Una sucensién {a,}, se dice que es un infinitésimo, si: lim a, = 0.

Propiedades:

1.

4.5-.

Si lim a, = a, entonces la sucesién {a,

n—oo

{an + bp}n v {an * by}, son también infinitésimos.

n—oo

— a}, es un infinitésimo.

. Si dos sucesiones {a,}, v {bn}n son infinitésimos, entonces las sucesiones

Si una sucesién {a,}, es un infinitésimo y una sucesién {b,}, es acotada,
entonces la sucesion {a,, * b, }, es un infinitésimo.

CALCULO PRACTICO DE LIMITES.

Con las sucesiones convergentes se puede operar aritméticamente, obteniéndose

en general la conservacion de los limites en las operaciones racionales, segin se ha
visto en las propiedades de los limites.

También es posible operar con los limites de sucesiones divergentes teniendo en

TIPOS DE INDETERMINACIONES:

1. DE TIPO SUMA: Si lim a,

n—oo

=o0y lim b,

n—oo

una indeterminacién de tipo oo — co.

= o0, entonces lim (a,

n—o0

cuenta las operaciones en la recta real ampliada, salvo que se produzcan indetermi-
naciones. Los principales tipos de indeterminaciones son las siguientes:

—b,) es



2. DE TIPO PRODUCTO: Si lim a, =0y lim b, = +00, entonces lim (a, xb,)

n—oo n—oo

es una indeterminacion de tipo 0 * co.

3. DE TIPO COCIENTE: Si lim a, = ooy limb, = o0, 6 lima, = 0y

n—oo n—oo n—oo

lim b, = 0, entonces lim — es una indeterminacién de tipo — 6 o’ respec-
00

n—oo n—oo n

tivamente.
4. DE TIPO POTENCIA:

(a) Si lim a, = 1y lim b, = oo, entonces lim a’" es una indeterminacién

n—oo n—oo n—oo
de tipo 1°°.
(b) Si lim a, =0y lim b, = 0, entonces lim a’ es una indeterminacién de
n—oo n—oo n—oo
tipo 0°.
(c) Si lim a, = co y lim b, = 0, entonces lim a’* es una indeterminacién
n—oo n—oo n—o0o
de tipo oo,

Para resolver estas indetermianciones, asi como para calcular otros limites, ademas
de las propiedades aritméticas de los limites de sucesiones, se dispone de ciertos
métodos de calculo de limites, algunos de los cuales presentamos a continuacion:

ALGUNOS METODOS PRACTICOS DE CALCULO DE LIMITES:
4.5.1-.Sucesiones equivalentes:

Definicién: Dos sucesiones {a,}, v {b,}n se dice que son equivalentes si:
. Qn
lim — =1, y se denota por a, ~ b,.

n—oo n

Proposicién: Sean {a,}n, {bn}n ¥ {cn}n tres sucesiones de nimeros reales, tales
que a, ~ b,. Se verifica que:

1. Si existe lim a, * c¢,, entonces también existe lim b, * ¢, y lim a, *x ¢, =

n—oo n—oo n—oo
lim b, * c,.
n—oo
- . Cn . . . Cyp . Cn . Cp
2. Si existe lim —, entonces también existe lim — y lim — = lim —.
n—oo an n—00 O, n—oo &n n—oo bn

Es decir, este resultado permite sustituir una sucesién por otra equivalente en
el calculo de limites de productos y cocientes. No se puede sustituir una sucesién
por otra equivalente en el cdlculo de limites de sumas, diferencias, exponenciales,
logaritmos,...

Recogemos a continuacién una serie de sucesiones que son equivalente y son muy
utilizadas en el calculo de limites:



TABLA DE SUCESIONES EQUIVALENTES:

Si lim a, = 0, entonces:

n—o0

sina,, ~ a,
arcosin a, ~ a,
tana, ~ a,

arcotan a, ~ a,

2
1—cosa, ~ =
2

Si lim a, = 1, entonces:
Ina, ~a, —1
4.5.2-. CRITERIO DE STOLZ:

Sean {a,}n y {bn}n dos sucesiones de nimeros reales, tales que: o bien {b,} es
monoétona divergente, o bien a,, — 0, b, — 0y {b,} mondtona.

Entonces si existe lim Z" — Zn_l y vale L, existe también lim fn y vale L.
n—=00 Up — Up—1 noo Un
4.5.3- LIMITES DE RAICES n-ésimas:
Qp+1

Sia, >0,Vn € Ny existe lim y vale L, entonces existe también lim {/a,

n—oo (Ln n—oo

y vale también L.

4.5.4- LIMITES DE SUMAS Y PRODUCTOS:

. . . ., ... artax+...+a
Si existe lim a, y vale L, entonces existe también lim ! 2 " v vale

n—oo n—oo n

también L.

Sia, > 0,Vn € Nyexiste lim a, vale L, entonces existe también lim /a; *x as * ...

n—oo n—oo

y vale también L.

4.5.5-.LIMITES DE TIPO EXPONENCIAL:

lim b, xIna,

lim a,’ = lim e = en—oo

n—oo n—oo

* Ay,



